אריתמטיקה של מחשבים : הרצאה מספר 1, תאריך 14/4/99
חילוק של מספרים עם נקודה צפה (Floating Point) : חלק ראשון

כותב : רן קציר 

ייצוג מספרים עם נקודה צפה

נייצג מספרים עם נקודה צפה בצורה הבאה : (s, e ,f)

כאשר s (sign) היא סיבית הסימן, e (exponent) הוא החזקה, ו f (fraction) הוא השבר ומתקיים :
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הערך המיוצג על  ידי השלושה (s ,e, f) מסומן כ Val (s, e, f) ומוגדר על ידי :

דוגמה לייצוג בינארי של מספרים עם נקודה צפה[image: image2.wmf](
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 (ייצוג כפול Double Precision 64 bit)
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חילוק : מטרה

קלט : (sa, ea, fa) , (sb, eb, fb) .

פלט :   (s, e, f).
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המקיים :

כאשר r() מסמל פעולת עיגול אשר תוגדר בהמשך.

ניתן לראות שהפעולה הקשה מבין שלושת הפעולות בחישוב Val (s, e, f) היא פעולת חילוק השברים, מכיוון ששאר הפעולות מלוות בפעולות חיבור ובפעולות לוגיות אחרות (XOR). 

נניח שהתוצאה ea - eb שייכת לתחום נוח (לא נופלת במקרי קצה מחוץ לתחום), ונותר לנו לחשב את פעולת חילוק השברים שהיא למעשה לב החילוק. במצב זה מתקיים :
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כלומר פעולת העיגול מתבצעת על פעולת חילוק השברים בלבד.

לב החילוק

קלט : a1, a2, a3, a4, … ap-1  , b1, b2, b3, b4, … bp-1  .

פלט : q1,q2, q3, q4, … qp-1  
המקיים :
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הבעיה המתקבלת היא שבעוד ש :
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כדי שנקבל תוצאה שהיא בכל זאת בתחום, צריך לבצע תיקון. התיקון יעביר את כל המספרים בין 0.5 ל 1 אשר נמצאים מחוץ לתחום המקורי לתחום הרצוי על ידי הכפלה ב 2, בעוד שהמספרים אשר נמצאים בתחום הרצוי, לא יעברו שינוי. כמובן שיש לעדכן את החזקה e בהתאם למקרה. חשוב לזכור שפעולת העיגול תתבצע לאחר ההכפלה ב 2 כדי לקבל את הדיוק הטוב ביותר.

תיקון להגדרה :

פלט : q1,q2, q3, q4, … qp-1  
המקיים :
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עיגול (Rounding) ע"פ IEEE Floating Point Standard
קיימים ארבע אפשרויות לבצע עיגול ע"פ IEEE Floating Point Standard:

 ro : עיגול לכיוון אפס.

 roo : עיגול לכיוון אינסוף.

 r-oo : עיגול לכיוון מינוס אינסוף.

 rne : עיגול לכיוון המספר הקרוב ביותר, וכאשר המרחקים שווים, עיגול לכיוון הזוגי שביניהם.

כל המעבדים הקיימים היום תומכים בתקן זה של IEEE הבעיה בשימוש במגוון המצבים היא ששפות התכנות המקובלות היום בשוק (C,C++) אינן תומכות במעברים בין המצבים בצורה ישירה.

הסבר :

רוצים לעגל את x אשר לא ניתן לייצוג, ונמצא בסנדביץ בין שני מספרים אשר ניתנים לייצוג.
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אזי העיגול של x  הוא:

γ
( מתקבל  על ידי הסתכלות  על הייצוג הבינארי של   ( ו ( . 

מכיוון ש   ( עוקב ל ( נובע כי xor(f([p-1],f([p-1]) = 1 או בצורה אחרת למרות שלא מדויקת בכל המקרים : 
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 יקבל את הערך ( או ( בהתאם לערך אשר הסיבית האחרונה שלו היא אפס כלומר f([p-1]=0.

טענה: (אשר תשמש בהמשך לצורך חישוב העיגול של X בכל אחד מן המצבים)

כדי לחשב את r(x) מספיק לדעת q אשר מקיים אחד משני התנאים הבאים:

1. מספר שלם q המקיים x = q 2-p .

2. מספר שלם q המקיים q 2-p < x < (q+1) 2-p.

כמו כן צריך לדעת איזה תנאי הוא מקיים.

הגדרת בעיית לב החילוק (חישוב הנציג)
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נרצה לחשב 1.Q1.Q2.Q3….Qp. המקיים :
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אם   אזי  או  
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אם  אזי       או 

נרצה גם לדעת באיזה מקרה נפלנו : 1 או 2.

שיטות החילוק (מבוססת על איטרציות ניוטון - רפסון)

שיטה זו לחילוק מספרים נחשבת ליחסית מהירה, מכיוון שבכל איטרציה השגיאה קטנה בקצב ריבועי, החיסרון בשיטה זו הוא שהיא דורשת יחסית משאבי חומרה רבים (2 כפלים לאיטרציה).

קלט : a,b.

החישוב יתבצע על פי הצעדים הבאים

1. חישוב קרוב ראשוני של 1/b. חישוב זה יתבצע בעזרת טבלה אשר תשב בזיכרון צרוב (ROM) גודל טבלה טיפוסית הוא 2^10. נסמן קירוב זה בx0.

2. הפעלת i איטרציות של ניוטון-רפסון לקבלת הקירובים x1, x2, x3, …, xi.
3. עיגול. צעד זה נועד לפתור את בעיית אי הודאות, או השגיאה הקיימת תמיד באלגוריתם הקירוב של ניוטון-רפסון. מכיוון שהאלגוריתם אינו נותן תוצאה מדויקת, אלה תוצאה מקורבת בלבד, איננו יודעים אם התוצאה שאנו מקבלים שווה לערך אשר ניתן לייצוג או קטנה ממנו. איטרציות נוספות של האלגוריתם לא יספקו לנו מידע נוסף, כי כמה שנקטין את אי-הודאות, לא נוכל להיפתר ממנה. זאת בניגוד לחילוק ארוך לדוגמה, שבו יודעים תמיד את התוצאה ואת השארית במדויק. אך עדיין המצב לא כל כך נורא, כי בניגוד לפונקציות אחרות שניתן לקרב בעזרת אלגוריתם זה כמו SIN, COS ,LOG... שבהן קשה מאוד לדעת בוודאות אם התוצאה היא מדויקת, עבור חילוק ארוך ניתן להפוך את התוצאה בעזרת כפל, שאותו כן ניתן לבצע במדויק, בקלות, ולהשוות.
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הבעיה :

הפתרון : מגלים באיזה צד נופל xi על ידי חישוב q=a/b. נחשב q'=a*xi ואח"כ נשווה בין a ל- q'b, ונראה אם הערכים שווים.

תזכורת לשיטת ניוטון-רפסון

המטרה : בהינתן פונקציהf(x)  מצא שורש של f(x), כלומר מצא x כך ש f(x)=0.
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משוואת המשיק ל f(x) בנקודה xj : y = a(x-xj) + b
כאשר : a=f'(xj), b=f(xj).

ו xj+1, היא נקודת המפגש של המשיק עם ציר ה-X.
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נציב במשוואה ונקבל :

כלומר קבלנו משוואה איטרטיבית לקבלת שורש ל-f(x).

לצורך שימוש באלגוריתם זה לפתרון בעיית החילוק נתבונן בפונקציה f(x) = 1/x - b. השורש של הפונקציה הוא 1/b וזהו הערך שאותו אנו מחפשים. נציב את הערכים הבאים :

וקבלנו משוואה איטרטיבית לחישוב 1/b, כאשר בכל איטרציה מבצעים שני כפלים וחיסור.

ניתוח השגיאה
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נזכר כי :
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כלומר השגיאה קטנה בקצב ריבועי, או מספר הביטים המדויקים בערך 1/b גדל פי 2 בכל איטרציה, כפי שניתן לראות בפיתוח הבא :

log2((I+1) = log2(b(I2) = log2(b) + 2log2((I) < 2log2((I)
[image: image30.wmf](
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מסקנה נוספת :

[image: image31.wmf](
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כלומר השגיאה תמיד גדולה או שווה לאפס (שגיאה חד-צדדית). מכיוון שאיננו יודעים בוודאות אם אנו נופלים בערך אשר ניתן לייצוג בדיוק (שגיאה אפס), או מתחת אליו(שגיאה חיובית) אנו נתקלים בבעיית העיגול ולשם כך אנו צריכים את הצעד השלישי באלגוריתם.

למה לסיכום : 
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קירוב ראשוני 

נזכר כי הצעד הראשון באלגוריתם ניוטון רפסון, משתמש בקירוב ראשוני המתקבל במקרים רבים בעזרת טבלאות. השימוש בטבלאות נותן לנו כבר בתחילת האלגוריתם דיוק ראשוני של כ - 10 סיביות, ומכיוון שראינו שהאלגוריתם מכפיל בכל צעד את מספר סיביות הדיוק, ניתן במספר קטן של צעדים להגיע לדיוק הרצוי. שימוש בטבלאות זוכה לתשומת לב רבה היום, עקב יישומים רבים המשתמשים בנקודה צפה עם דיוק יחיד  (Single Precision Floating Point Numbers : 32 bit) כמו גרפיקה ממוחשבת.

קלט : המספר b כולו : 1,b1,b2,b3,….bp-1. אשר נמצא בתחום [1,2).
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נחלק את התחום ל - 2(  אזורים שווים, כל אחד באורך 2-( , ולכל אזור נצמיד קירוב. נבחר את הקירוב אשר יהיה הכי קרוב בממוצע לכל הערכים באזור שהוא מרכז התחום. כלומר אם b הוא 1,b1,b2,b3,….bp-1, נבחר את הערך b' = 1,b1,b2,b3,….1 , כי זוהי נקודת האמצע. נחזיק בטבלה במקום שמייצג את b' את הערך 1/b', ומכיוון ש b שייך לתחום [1,2), ו b' שייך לתחום (1,2)  נקבל ש 1/b' יהיה שייך לתחום (1/2,1). ולכן הייצוג הוא 1/b' = 0.1w1,w2,w3,…. נשתמש בעיגול מסוג rnu  (Round To Nearest Up ) באורך ( גם כן ונקבל :

rnu(1/b') = 0.11w'1,w'2,w'3,…w'(+1. גודל הטבלה המתקבל הוא : 2( ( ביטים. והיא מספקת את קירוב x0 של 1/b
לשגיאה המתקבלת : (0 = 1/b - x0  יש שתי סיבות :

1. החלפת b ב b' (דיוק של 2-( ) בתוך האזור.

2. עגול של 1/b'.
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E: Exponent String





F: Fraction String
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מספרים הניתנים לייצוג
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תחום עיגול עליון





תחום עיגול תחתון





אזור אי הודאות של xi





xj





f(xj)





xj+1
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