אריתמטיקה של מחשבים: הרצאה מס' 2, תאריך 28.4.99 

חילוק של מספרים עם נקודה צפה (Floating Point ): חלק שני.

כותב : יעקב שקולניק.

אלגוריתם לב החילוק

בעיית חילוק - 1
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ואילו כל זה התקבל אחרי קיצוץ עד ל- p סיביות אחרי הנקודה הבינארית:
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לאחר מכן יתבצע על התוצאה, עיגול נוסף ל- (p-1) סיביות, אך בשביל זה נחוצות הסיביותShifted –  ו- Exact. 

אנו נפתור את הבעיה הבאה:

בעיית חילוק - 2:
נסתכל על הפלט ρ כמייצג שבר בתחום 
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משום כך בבעיית חילוק זו, סיבית Exact תקיים:
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וכן אין צורך בסיבית Shifted.

כעת נראה שאם פתרנו את בעיית חילוק–2, אז קל לפתור את בעיית חילוק–1.
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בעוד שהסיבית Shifted  תישאר 0.
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לכן:
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ולכן סיבית Exact תשמור על ערכה גם לאחר הכפלה ב- 2 וקיצוץ עד ל-p  סיביות אחרי הנקודה. סיבית Shifted תהפוך להיות 1.
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2) הפעלת
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סה"כ מספר הסיביות המאוחסנות ב- ROM הוא 
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התחום (1,2] מחולק ל-
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לאחר מכן נבצע עיגול מסוג RNU - Round to Nearest Up (מעגלים למס' הקרוב ביותר, הניתן לייצוג ע"י 
[image: image31.wmf])

1

(

+

g

 סיביות אחרי הנקודה הבינארית, ואם מתקיים שוויון, בוחרים לעגל כלפי מעלה), להופכי של הנציג z:
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(בהמשך נראה שאכן ערך זה קטן ממש מ – 1).

ועל כן נחזיק בטבלה את 
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כדי להראות ש-
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הוכחה: נוכיח את הטענה ע"י חיזוקה.
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למה (2): שגיאת הקירוב הראשון 
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הוכחה: לצורך הוכחת 
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הוכחת טענת עזר: עפ"י משפט ערך הביניים קיים 
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היות ונגזרת פונקציה 
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השגיאה הנובעת מהחלפת b ב- z חסומה ע"י: 
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ולכן עפ"י טענת עזר (3) נקבל:
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השגיאה הנובעת מעיגול של הופכי לנציג
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 סיביות אחרי הנקודה הבינארית, חסומה ע"י:
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לכן עפ"י אי שוויון המשולש נקבל:
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ולכן: 

[image: image64.wmf])

1

(

0

0

2

*

2

3

1

+

-

£

-

=

g

d

x

b


ניגש עתה לחלק שני של הוכחה, נוכיח ש- 
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 מיוצגים ע"י מספר סופי של סיביות.
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בלי הגבלת הכלליות: 
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כשנכפול את שני מספרים הללו:
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נקבל מכפלה חלקית 
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משום כך 
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ניעזר באי שוויון: 
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וכתוצאה מכך לאחר העיגול נקבל:
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הוכחנו שקירוב ראשון לא מדויק וחסמנו את האי דיוק.

בשיעור הקודם הראינו את האלגוריתם ניוטון-רפסון עם דיוק אינסופי, אך בפועל האלגוריתם ממומש רק דיוק סופי. יש לחשב לכן את השגיאה הנובעת ממגבלות הדיוק..

הפעלת אלגוריתם ניוטון-רפסון עם דיוק סופי
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תזכורת לניוטון-רפסון (עם דיוק אינסופי):
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כך עקפנו בקירוב (בגלל הקיטום ובגלל שזה לא משלים ל- 2), את ביצוע החיסור בניוטון-רפסון. 

אחר-כך נחשב (בדיוק סופי): 
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נסמן את שגיאת הקירוב לאחר
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לכן:


[image: image120.wmf]s

s

s

s

-

-

+

£

+

+

+

=

-

2

]

:

[

2

]

:

1

[

]

:

[

2

o

z

s

z

o

z

z

i

s

i

i

i

 

ובזאת הוכחנו את הכוון הראשון. 

היות ו- 
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 וכך הוכחנו את הכוון השני של החלק הראשון. הוכחה של החלק השני: 
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ניגש עתה ללמה המרכזית.
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הוכחה:  ההוכחה באינדוקציה. כיון שהוכחת בסיס האינדוקציה דומה להוכחת שלב האינדוקציה, נשאירה כתרגיל. נניח שמתקיים 
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היא השגיאה הנובעת מהקירוב של 
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  היא השגיאה הנובעת מקיטום מכפלה.

עתה נחסום את השגיאות בנפרד:

בשיעור קודם הראינו שבאלגוריתם ניוטון-רפסון ללא עיגולים מתקיים:
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ניגש עתה לשגיאה השניה, מתקיים עפ"י הטענה (4):
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מאידך, לפי הטענה (4), גם מתקיים:
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נכפיל הכל ב- 
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בגלל ש- 
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היות וכל המספרים חיוביים וקצצנו לאחר
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 סיביות אחרי הנקודה הבינארית, אזי שגיאת הקיצוץ 
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ולכן כשנסכם את כל השגיאות נקבל:
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וכך הוכחנו את הכוון הראשון של החלק הראשון. הראינו בניתוח שכל השגיאות חיוביות ועל כן גם סכומן הוא חיובי:
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לכן 
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 והוכחנו גם את הכוון השני. נראה עכשיו את נכונות החלק השני של הלמה.

הראינו זה עתה את נכונות החלק הראשון:


[image: image158.wmf]4

1

0

1

<

<

+

i

d


אך 
[image: image159.wmf]1

1

1

+

+

-

=

i

i

x

b

d

 ולכן מתקיים:


[image: image160.wmf]4

1

1

0

1

<

-

<

+

i

x

b


נעביר אגפים ונקבל:
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היות ו- 
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ומשום כך
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 והוכחנו את החלק השני של הלמה. 
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ניתוח עד כה אפשר לחסום את 
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טענה (6): יהי 
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הוכחה: עפ"י הנתון:
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נעביר אגפים ומשום כך:
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נכפיל הכל ב-
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תכונת הקיצוץ עד ל - 
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על כן נציב הכל ונקבל:
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ומשום כך קיבלנו שמנה המדויקת 
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טענה (7): נניח 
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הוכחה: הטענה נובעת מהנתון ש- 
[image: image186.wmf])

2

,

(

p

E

E

b

a

-

+

Î

 וכן מהגדרת תחומי פונקצית קיצוץ עד ל-
[image: image187.wmf])

1

(

+

p

 סיביות לאחר הנקודה הבינארית, כפי שניתן לראות מהציור הבא:

(

](

]

(



)




     
[image: image188.wmf]p

E

-

+

2


     
[image: image189.wmf])

1

(

2

+

-

+

p

E

           
[image: image190.wmf]E
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ומה קורה עם סיבית Exact ?
טענה (8): יהיו:
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וכן תהי המנה שלהם:
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הוכחה: תישאר כתרגיל.

משמעות הטענה היא שסיבית Exact תקבל את הערכים הבאים:
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יחסי הגומלין בין דיוק הקירוב הראשון, דיוק חישובי ביניים ומס' האיטרציות. 

טענה (9): יהיו 
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אזי נקבל:
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הוכחה: עפ"י הלמה (2) נקבל בקירוב ראשון את השגיאה החסומה ע"י:
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ואילו השגיאות הנוצרות בזמן האיטרציות של אלגוריתם ניוטון-רפסון חסומות עפ"י    הלמה (5) ע"י:
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ולכן נקבל:
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 ולכן עבור 
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 ומהחישוב ניתן לראות שזה קורה כבר אחרי 2 איטרציות של אלגוריתם ניוטון-רפסון, בעוד שעבור 
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 ומהחישוב ניתן לראות שזה קורה אחרי 3 איטרציות. 
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ניתן לראות שמס' האיטרציות 
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 קובע את גודל 
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 ולכן את הגודל של הטבלה ב – ROM 
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