אריתמטיקה של מחשבים – שיעור IV

1. חיבור של מספרים שלמים עם סימן (signed addition)

ייצוג:

תהי (r1) פונקציה : [.]:{0,1}(Tn   . 

r1)
[an-1…a0] = -2n-1 an-1 + <an-2…a0>

Tn – קבוצת המספרים הניתנים לייצוג בעזרת n סיביות בשיטת המשלים ל- 2:

r2)
Tn = {-2n-1, …, 2n-1-1}

שיטת המשלים ל- 2 לייצוג מספרים שלמים בעלי סימן (חיוביים או שליליים) היא ייצוג של מספרים באמצעות מחרוזות בינאריות והפונקציה [•].

בהרצאה הקודמת הראינו כיצד ניתן לחשב   <s> = <a> + <b>
(כאשר s הינה מחרוזת המבטאת את הסכום)

בהרצאה זו נתמקד בבעיות:

[s] = [a] + [b]

[s] = [a] – [b]

1) טענה:

הפיכת סימן בייצוג המשלים ל- 2 מתבצעת ע"י:
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הוכחה:
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2) טענה: ( הרחבת סימן משמרת ערך)

e4)
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הוכחה:

e5)
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3) טענה:

נגדיר:

an-1…a0({0,1}n
bn-1…b0({0,1}n
c0({0,1}
(carry)

sn-1,…s0({0,1}n
cn({0,1}

ע"י חיבור בינארי:

e6)
<cn ( sn-1…s0>=<a>+<b>+c0
נסמן:

e7)
z=[a]+[b]+c0
ונטען:

1. z(Tn (cn-1=cn
2. z(Tn  ( z=[s]

3. z(Tn(
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הוכחה:

ע"פ ההגדרה:

e8)
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הרחבת סימן:
e9)
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ע"פ הגדרת המשלים ל- 2: 
e9)
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ע"פ (e6):
e10)
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ע"פ טענה (*) (תחתית העמוד):
e11)
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נבדוק מתי מתאפס הביטוי המסומן (מתקבל הסכום של המספרים)

אנו יודעים כי מתקיים (ע"פ הגדרת הסכום):

e13)
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(המשך בע"מ הבא:) 

נעביר אגפים:

e14)
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נציב ב- z:
e16)
[image: image17.wmf]

 EMBED Equation.3  [image: image18.wmf]]
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ונקבל:
e17)
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נטפל בשלושה מקרים:

1. cn-cn-1 = 0 ( z = [s]; z(Tn
2. cn-cn-1 = 1 ( z = -2n+[s](-2n+2n-1 -1( z(Tn (קטן מדי z)

3. cn-cn-1 = -1 ( z = 2n + [s] ( 2n -2n-1 +1 = 2n ( z(Tn (גדול מדי z)

2. מחבר בשיטת המשלים ל- 2

קלט:

a, b({0,1}n
c0 ( {0,1}

s ( {0,1}n
ovf, neg ( {0,1}

ovf – סיבית גלישה (overflow)

neg – סיבית מספר שלילי (negative)

נסמן:

e18)
z=[a]+[b]+c0
ונדרוש:

1. 
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מימוש:

ע"פ תכונות המסכם (full adder):
ovf = XOR(cn-1, cn)

אם cn-1 אינו זמין אזי:

XOR(an-1, bn-1, sn-1) = sn-1 ( XOR(an-1, bn-1, sn-1) = cn-1

ע"פ תכונות שער ה- XOR :
                     (
ovf = XOR(an-1, bn-1, sn-1, cn-1) 

חישוב הסיבית neg : 

אם אין גלישה הסימן הוא הסיבית המשמעותית ביותר. הבעיה נוצרת במקרה שמתרחשת גלישה שכן אז "גולשת" סיבית הסימן מעבר לגודל המחרוזת..

על מנת שלא תיווצר גלישה  מרפדים את המחרוזת בסיביות נוספות.

נשאלת השאלה בכמה סיביות יש לרפד את המחרוזת כדי שלא תהיה גלישה?

4) טענה:

יש לרפד את המחרוזת בסיבית אחת נוספת על מנת למנוע גלישה:
e19)
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הוכחה:

ע"פ ההגדרה:

e20)
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כמו כן:

e22)
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כלומר z תחום בתוך Tn מלמעלה ומלמטה.

נסמן:

e23)

[image: image27.wmf]a

a

a

~

1

n

·

=

-


e24)

[image: image28.wmf]b

b

b

~

1

n

·

=

-


ונקבל:

e25)
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ע”פ הטענה מובטח לנו כי:

e26)
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ולכן:

e27)
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חיסור מספרים בשיטת המשלים ל- 2

ניתן לראות חיסור מספרים כחיבור של מספר עם מספר שלילי, או כפי שמיוצג בשיטת המשלים ל- 2 :

e29)
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מימוש:

[image: image46.wmf]Full Adder
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הפיכת סימן המחוסר המיוצג בשיטת המשלים ל- 2 מתבצעת ע"י הפיכת סיביות המחרוזת והוספת אחד. במימוש המתואר בשרטוט פעולת הפיכת הסיביות מתבצעת ע"י xor בסיבית החיסור (sub) כמו כן הוספת אחד מתבצעת ע"י הכנסת סיבית החיסור לכניסת הנשא במסכם. בצורת מימוש זו אין צורך לשנות את המסכם הקיים אלא רק להוסיף שער לוגי בודד. (במקרה שמתבצע חיבור רגיל וסיבית החיסור תהיה אפס יתנהג מימוש זה כמסכם רגיל).

3. כפל מספרים ללא סימן (unsigned multiplication)
קלט:

an-1…a0({0,1}n
bn-1…b0({0,1}n
פלט:
p2n-1,…p0({0,1}2n
המקיימת:

e30)
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e32)
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כאשר ai bj = מכפלה חלקית.

את אורך מחרוזת תוצאת המכפלה ניתן לחשב באופן הבא:

e33)
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מכאן שהמכפלה ניתנת לייצוג ע"י 2n.

אבל מאחר ומתקיים:

e35)
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נדרשות לפחות 2n סיביות (2n-1 לא מספיקות).

4. מערך מכפיל (Array Multiplier)
מערך מכפיל הינו ארכיטקטורת חומרה המייצרת מכפל ע"י יחידת מכפיל בסיסית החוזרת על עצמה במישור ומייצרת מחרוזת כפל באופן הבא:
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המערך המכפיל פועל בדומה להכפלה בשיטת בית הספר:


a1
a0


b1
b0


a1b0
a0b0

a1b1
a0b1


p2
p1
p0

כל תא (המתואר בע"מ הבא) מבצע מכפלה של זוג אחד וסיכום של העמודה שמעליו. התוצאה המתקבלת הינה מימוש של הפלת בית הספר באופן הישיר ביותר.

היחידה הבסיסית מתוארת בשרטוט הבא:
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השטח הנצרך ע"י המערך הוא ריבועי O(n2).

ההשהיה שיותר המערך היא של 2n-1 שערים (הזמן בין כניסת הקלט ליציאת הפלט של יחידת המכפיל הבסיסית) כלומר O(n). השהייה מסדר גודל זה מתאימה לאפליקציות פשוטות שאינן דורשות מהירות בחישוב. 

5. כפל מהיר בזמן לוגריתמי

ניתן לראות את בעיית הכפל כבעיית חישוב סכום של n מספרים.

גישה 1:

נפחית n "שורות" ("שורה" – שורה בכפל ארוך, אחד מהמספרים אותם אנו צריכים לחבר זה לזה) ע"י חיבור זוגות (בזמן לוגריתמי):

הגדרה

נגדיר t(n) כזמן הנדרש לביצוע חיבור של n  מספרים.
e36)
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אם נמשיך להגדיר את 
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 באופן דומה נגיע ל:
e37)
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גישה 2

נצמצם כל 3 "שורות" ל- 2 שורות. צמצום זה מאפשר צמצום של n שורות ל- 2/3n שורות.

בלוגיקה דומה לזו של שיטה 1 נגיע לכך שאחרי 
[image: image43.wmf])
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 איטרציות נשאר עם 2 "שורות".

את שתי ה"שורות" האחרונות נצמצם ל"שורה" בודדת (מחרוזת המכפלה) ע"י מחבר רגיל.

את הצמצום מ- 3 "שורות" ל- 2 "שורות" נבצע ע"י מסכם מלא (Full Adder) באופן הבא:
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ניתן לתאר את הצמצום באופן הבא:
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אם נחשב את ההשהיה בשיטת מימוש מכפל זו נקבל:
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החסרון של שיטת מימוש זו היא שהאלגוריתם המתקבל אינו מבני, ויש קשיים במימושו ב- Layout של ה- VLSI.

גישה 3 (וואריאציה על בסיס גישה 2):
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נפחית את מספר ה"שורות" מ- 2 ל- 4. נשתמש בו זמנית בשני מסכמים מלאים (Full Adder) :
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* טענה:


e15)	� EMBED Equation.3  ���
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