9/6/99
אריתמטיקה של מחשבים

סיכום שיעור בתאריך 2.6.99

זיו גילעד, 025485970

פישוט בעיית הכפל לבעיית חיבור של מספרים וקידוד בות' (BOOTH)

הקדמה:

כפל של שני מספרים היא פעולה אלמנטרית המתבצעת במעבדים. כל המעבדים החדשים יודעים ונדרשים לבצע את פעולת הכפל, רצוי במחזור שעון יחיד. לפיכך, קיימת חשיבות גדולה לביצוע פעולה זו במהירות וביעילות מקסימליים.

סיכום זה כולל את הדברים הבאים:

1. נתחיל בהצגת השיטה הטריוויאלית לביצוע פעולת כפל וברעיונות מקוריים שהועלו על מנת לבצע כפל בצורה מהירה. 

2. מה לגבי המקרה בבסיס 4? נראה שאחרי בדיקה מדוקדקת יותר, הרעיון הפשוט שלכאורה מזרז את פעולת הכפל ע"י צמצום מספר המכפלות החלקיות אינו מזרז כלל, בגלל שכל מכפלה חלקית הפכה מסובכת יותר, ולכן אורכת זמן רב.

3.  מכאן נגיע לנושא המרכזי של השיעור – ייצוגים יתירים וקידוד BOOTH:

I) נציג את נושא הקידוד היתיר וקידוד BOOTH,

II) נראה כיצד לקודד מספר המיוצג בבסיס בינארי לקידוד BOOTH,

III) נראה אלגוריתם לביצוע כפל כשהכופל מקודד קידוד בינארי רגיל.

IV) נראה אלגוריתם לביצוע כפל עם קידוד BOOTH עבור K=1.

V) נעבור לביצוע כפל עם  K=2, נציג את הבעיות החדשות בביצוע הכפל, נראה כיצד פותרים אותן ואת הגיאומטריה של המימוש בחומרה.

1.  השיטה הטריוויאלית לביצוע פעולת כפל:

לאור ניסיון העבר שלנו בכפל שני מספרים, ידוע לנו בצורה אינטואיטיבית למדי שכפל של שני מספרים ניתן לביצוע ע"י סיכום סכומים  חלקיים בצורה מדורגת:

לוקחים את המספר הראשון במלואו - הנכפל, וכופלים אותו כל פעם בספרה אחרת של המספר השני - הכופל, תוך הזזת התוצאה שמאלה בהתאם למשקל של הספרה הכופלת. כל הכפלה כזו נותנת סכום חלקי, ותוצאת הכפל מתקבלת ע"י סיכום הסכומים החלקיים הללו.

באופן זהה ניתן לכפול שני מספרים בינאריים:
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כלומר: 

נסתכל על הנוסחה הנ"ל, ונציע דרך אחרת  לביצוע כפל בצורה מהירה:

נניח שבמקום לייצג את B בייצוג בינארי : 
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,  נייצג את B בייצוג אחר, למשל בבסיס 4: 
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 , נראה שאורך המחרוזת ירד לחצי. נשים לב לעובדה ש (({0,1,2,3} במקום {0,1} כמקודם.

בצורה זו נדרשים לחבר רק n/2 מספרים, לעומת חיבור n מספרים במקרה הבינארי, ולכן יש חיסכון גם בשטח הנדרש.

לעומת זאת, מספר האפשרויות של המכפלות החלקיות בגלל השימוש בבסיס 4 גדל:

 <a>( [i] ({0,<a>,2<a>,3<a>}.

נזכור שבמקרה הבינארי, כאשר b[i]=0 תוצאת הסכום החלקי הוא אפס, וכאשר b[i]=1 תוצאת הסכום החלקי הוא a עצמו, כלומר בשני המקרים קל לחשב את הסכום החלקי, וזה קורה בזמן קבוע ובמחיר לינארי.

2. מה לגבי המקרה בבסיס 4?
נראה שאחרי בדיקה מדוקדקת יותר, הרעיון הפשוט שלכאורה מזרז את פעולת הכפל ע"י צמצום מספר המכפלות החלקיות אינו מזרז כלל, בגלל שכל מכפלה חלקית הפכה מסובכת יותר, ולכן אורכת זמן רב:

עבור ( [i]=0, תוצאת הסכום החלקי הוא אפס, וזה כאמור קל למימוש.

עבור ( [i]=1, תוצאת הסכום החלקי הוא a עצמו, וגם זה קל למימוש.

עבור ( [i]=2, תוצאת הסכום החלקי הוא a2, כלומר a שעבר הזזה שמאלה , וגם זה קל למימוש.

עבור ( [i]=3, תוצאת הסכום החלקי הוא a3 , וזה דורש ביצוע כפל, או חישוב a+2a, וזה כבר לוקח זמן לוגריתמי.

מה שקיבלנו בסוף, זה שהזמן שחסכנו ע"י צמצום מספר הסכומים החלקיים מתבזבז על חישוב המכפלה 3a, ולכן המעבר לבסיס 4 לא הועיל.

מה לגבי בסיסים גדולים יותר?

לגבי בסיסים גדולים יותר נחסוך עוד יותר בסכומים החלקיים (ובשטח), אולם החישובים ייעשו עוד יותר מסובכים.

מה שעשינו בעצם כשעברנו לבסיס 4, זה חילקנו את B לבלוקים של שתי ספרות בינאריות, ועשינו טרנספורמציה פשוטה מבסיס 2 לבסיס 4. הטרנספורמציה אומנם פשוטה, אך כפי שראינו קשה להשתמש בצורה הזו.

3.  מכאן נגיע לנושא המרכזי של השיעור – ייצוגים יתירים וקידוד BOOTH:

א.  הצגת נושא ייצוגים יתירים וקידוד BOOTH:

נרצה למצוא קידוד כזה כך שמצד אחד יידרשו פחות ספרות לייצוג B, ומצד שני לא נצטרך להשתמש במכפלות "קשות" שיפגעו בביצועים, כלומר שנהנה משני העולמות יחד.

נרחיב:

בהינתן מחרוזת:  b[n-1:0]({0,1}n, נחפש מחרוזת מהצורה:

b’[n’-1 : 0]({-2k-1,..,+2k+1}, כאשר 
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ומתקיים: 
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,  כלומר קידוד מחדש של מחרוזת B בבסיס שאינו בינארי, עם פחות ספרות מאשר היו בייצוג הבינארי.

עפ"י המשוואה רואים שהבסיס החדש של B הוא 2k, כלומר כל סיפרה במקום ה i' היא בעלת משקל .(2k)i 
קידוד שנראה בצורה הזו ניקרא קידוד BOOTH, וכפי שניתן לראות, הייצוג הוא יתיר, מכיוון שיש לנו n+1 ספרות, ונובע מכך שיש יותר מייצוג אחד לכל מספר.

לכן, לכל b יש יותר מ b’ אחד שיקיים את המשוואה למעלה. 

נדגים עבור k=1 :

קבוצת הספרות בבסיס היא {-1,0,1} (לעומת {0,1} בלבד בייצוג הבינארי הרגיל.

ניתן לייצג את הערך 3 גם ע"י 11 כמו הייצוג הבינארי הרגיל, אך גם ע"י 10(-1) .

באופן דומה עבור k=2 קבוצת הספרות בבסיס היא {-2,-1,0,1,2} . 

מעט תחושה לגבי בחירת k:

בעבר, כשעדיין לא היו כופלים טובים, נהגו להשתמש ב k=1.

כיום מקובל להשתמש ב k=2, ואפילו ב k=3.

כמה זמן לוקח המעבר מהייצוג הבינארי b לייצוג b'?

נראה שנחלק את b לבלוקים באורך k, ועל כל בלוק כזה עובדים במקביל, הזמן שלוקח המעבר הוא log k. כמו שראינו, k הוא קטן, ולכן הזמן הזה לרוב זניח.

ב.  כיצד לקודד מספר המיוצג בבסיס בינארי לקידוד BOOTH?
כיצד מקודדים את b לייצוג b’?

נתון <b> מספר מסוים בעל n סיביות: b[n-1]..b[0].

ניתן לרשום את <b> גם בצורה הבאה: <b>=2<b>-<b>.

נראה זאת באופן סכמתי:

2<b>
0
b0
b1
b2
......
bn-3
bn-2
bn-1
+

<b>
b0
b1
b2
......
bn-3
bn-2
bn-1
0
-

קיבלנו ייצוג חדש של b בעזרת שני וקטורים באורך n+1 (נאלצנו להוסיף עוד סיפרה בגלל ההכפלה פי 2).

השלב הבא הוא חלוקת המטריצה 2*(n+1) הנ"ל לבלוקים באורך K.

נראה דוגמא עבור K=1:

כל בלוק הוא בגודל 1, כאשר במקום ה i נקבל bi-1-bi({-1,0,1}.

מכיוון שעבור K=1 קבלנו מקדמים מהצורה  b’[n’-1 : 0]({-2k-1,..,+2k+1}  (כאשר 
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), קיבלנו את קידוד BOOTH עבור K=1.

לכן, מצאנו טכניקה שמבצעת קידוד BOOTH עבור K=1, ונותנת תוצאה בעלת n+1 ספרות, שכל אחת מהן בין –1 ל +1.  

מה לגבי בלוק באורך K?

בלוק "אופייני" ייראה בצורה הבאה:

+b[i+k-2, i-1]

-b[i+k-1,  i   ]

טענה: +b[i+k-2,i-1]-b[i+k-1,i] ( {-2k-1,..,2k+1},


כלומר גם עבור K>1 נקבל בטכניקה הזו את קידוד BOOTH.

לא נוכיח את הטענה, אלא נראה שהיא מתקיימת גם עבור K=2:

כל בלוק נראה בצורה הבאה ( i זוגי):


b[i-1]
b[i]

b[i]
b[i+1]

הערך המתקבל עבור הבלוק הוא : 
 2*b[i]-2*b[i+1]+b[i-1]-b[i]=b[i]+b[i-1]-2*b[i+1] ( {-2,..,+2}

בצורה זו החלפנו את ייצוג b מלינארי לקידוד BOOTH, במחיר לינארי ובזמן קבוע.

ג. אלגוריתם לביצוע כפל כשהכופל מקודד קידוד בינארי רגיל:
בעיה משנית: כיצד כופלים בלי כופל?

פתרון: ע"י פעולות shift וחיבור.

מימוש:
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I. נאתחל את p לאפס.

II. נסתכל על סיבית תחתונה של b. אם ערכה אפס אין מה לחבר. אם ערכה אחד, נחבר את a ל p.

III. נכין את a ו bלאיטרציה הבאה ע"י הזזת a שמאלה והזזת b ימינה. הזזת a שמאלה נעשית כדי לתת ל a את המשקל החדש (כל איטרציה מכפילה את המשקל של a ), והזזת b ימינה נעשית כדי שהסיבית התחתונה של b תהייה הסיבית הבאה לטיפול אחרי זו שטיפלנו בה באיטרציה הנוכחית.

ניתן אלגוריתם פשוט המבצע כפל שני מספרים עפ"י השלבים המפורטים מעלה:

p(0

for i=0 to n-1 do:

{


if b[0]=1



p(p+a


shift_left (a)

// בכל מקרה, גם אם הביט אפס

shift_right (b)
// בכל מקרה, גם אם הביט אפס
}
אלגוריתם מס' אחד

נשים לב לעובדה שזמן הריצה הוא פרופורציונלי למספר הספרות ב b השונות האפס (כי הזמן הדרוש לחיבור הוא הגורם הדומיננטי) וננסה להפחית ב b בצורה כלשהי את מספר הספרות שאינן אפס.

ד.  נראה אלגוריתם דומה לחישוב כפל עם קידוד BOOTH עבור K=1:

אם b עתיר אחדים, ומהצורה : 011..111, כלומר מספר המתקבל ע"י הפחתת אחד ממספר שהוא חזקה של שתיים, נקבל:

+011..1110

- 0011..111

=0100..001’                      1’= -1 כאשר

כלומר, עפ"י קידוד BOOTH, כל בלוק המכיל רצף אחדים בצורה הזו הופך לאחד בביט העליון ביותר (ה n+1) , מינוס אחד בביט התחתון ואפסים בניהם.

נשנה את אלגוריתם אחד, כך שיעבוד עם b בייצוג החדש:

p(0

for i=0 to n do:
// n’-1=n

{


if b’[0](0



p(p+a(-1)b’[0]
 

shift_left (a)

// בכל מקרה, גם אם הביט אפס
shift_right (b)
// בכל מקרה, גם אם הביט אפס
}
אלגוריתם מס' שניים

אם בייצוג החדש יש בביט כלשהו של b +1, נחבר את a כמו קודם, ואם הביט 1 - , נחסיר את a . לא האטנו את האלגוריתם מפני שנניח שאנו מחברים ומחסרים באותה מהירות. 

יש לזכור ש b לא ידוע לנו מראש. אם ניקח b אקראי, איפה נמצא יותר ספרות שונות מאפס, ב b או בקידוד BOOTH של b? אם בממוצע הורדנו את מספר הספרות השונות מאפס, הועלנו אבל אם לא – לא הועלנו כלל.

נסתכל למשל על הדוגמה הבאה :  b=1010..10.

+1010..1010

- 0101..0101

=11’11’..11’11’                      1’= -1 כאשר

 במקרה הזה הכפלנו את מספר הביטים השונים מאחד, ולכן הזקנו.

ה.  נעבור לביצוע כפל עם קידוד BOOTH עבור K=2:

מספר המקדמים של b הוא עתה 
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 (העיגול כלפי מעלה נובע מכך שמספר הספרות הבינאריות ב b לא בהיכרך זוגי).

בגלל שאורכו של b צומצם פי שתיים (בערך, בגלל העיגול כלפי מעלה הנ"ל), מספר המכפלות החלקיות קטן פי שניים.

נתון b’[n’-1]( {-2,-1,0,+1,+2}n’, ונרצה לחשב את המכפלה <a>(<b>.

מכיוון שעברנו לבסיס 4, הכפל יחושב בצורה הבאה: 
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מהם המקרים השונים בחישוב <a>b’[i]?

I. אם b’[i]=0 אז התוצאה היא אפס (קל).

II. אם b’[i]=1 אז נעתיק את a (קל).

III. אם b’[i]=2 אז נזיז את a שמאלה (קל).

IV. אם b’[i]=-1 אז: -<a>=-[0 ( a]=[1 ( a’]+1.
V. אם b’[i]=-2 אז: -<a>=-[0 ( a ( 0]=[1 ( a’( 1]+1.
בעיה אחת: 

איך מוסיפים את האחד הזה? החיבור הזה יקר מאוד (כמעט כמו ההפחתה מ n שורות ל 2 שורות, ואז מה הועלנו בזה שחסכנו מחצית מהשורות?).

יותר מזה, האורך של a גדל בשניים בגלל ריפוד מימין ומשמאל.

המכפלה תיראה בצורה הבאה:
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 כל שורה מוזזת שתי סיביות בינאריות ביחס לשורה שלפניה, מכיוון שעובדים בבסיס 4.

בעיה שנייה: 

המספרים a ו b לפני קידוד BOOTH היו  unsigned, וכך גם המכפלות החלקיות. עתה, a ו b הם signed, וגם המכפלות החלקיות. לכן, כשנבוא לסכם את המכפלות החלקיות, נאלץ לעשות להן הרחבת סימן לאורך 2n, מכיוון שיודעים שתוצאת המכפלה נמצאת בתחום [0,1,...22n-1].

נשים לב:

תוצאת המכפלה דורשת 2n סיביות, אולם אנו משתמשים ביותר מ 2n סיביות, בגלל ריפוד a. אף על פי כן, הרחבת הסימן תיעשה לאורך 2n ולא יותר, מפני שמה שמעניין אותנו בפועל הוא סכום המכפלות החלקיות מודולו 22n .

נראה כיצד פותרים את הבעיה הראשונה:
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לכן, פתרנו את בעיית האחד ע"י כך שהעברנו אותו למכפלה החלקית הבאה. כשבסוף נבוא לסכם את סכום המכפלות החלקיות, ממילא נבצע חיבור, ולכן "תפסנו טרמפ" על החיבור הזה, ומנענו חיבור מיותר ויקר.

הפתרון הזה פתר לנו את הבעיה עבור S0  עד Sn’-2, אולם יצר בעיה חדשה – מה עושים עם Sn’-1?

האם נוסיף שורה שלמה רק בשביל הביט היחיד הזה?

נציין כאן בלי להוכיח, כי Sn’-1 תמיד אפס (ולכן b’[n’-1] הוא אי שלילי, כי S[i] אחד אםם b’[i] שלילי, לפי הגדרתנו) , ולכן אנו לא מוטרדים ממנה.

נראה כיצד פותרים את הבעיה השנייה:

אם היינו דואגים לכך שכל המכפלות יהיו חיוביות, אז היינו נפטרים מהצורך להרחיב את הסימן, ולא היינו נתקלים בבעיה הזו כלל.

איך נעשה זאת? 

נדחוף את המכפלות החלקיות קדימה, ע"י כך שנוסיף להן ערך.

בעיה:  גרמנו נזק, מפני שהסכום יכיל מכפלה+תוספת, בעוד שמה שדרוש לפתרון  הוא המכפלה בלבד.

פתרון: אם נראה שסכום כל התוספות הללו יהיה שווה 0 mod 22n, לא נגרום כל נזק, מפני שממילא מעניינות אותנו רק 2n הסיביות הראשונות של המכפלה, כפי שכבר ציינו.

הגדרות שיקלו על ההוכחה:

(j’( <a>(bj’ , כלומר מכפלה חלקית של a עם הביט ה j'י של b המקודד.

(j’’( (j’+3(2n+1 , כלומר תוספת של קבוע לכל אחת מהמכפלות החלקיות.

ע"י תוספת זו משיגים שתי תועלות (נוכיח בהמשך):

1. (j’’ חיובי תמיד.

2. סכום כל התוספות הללו "הדוחפות" את(j’’ קדימה, בתוספת של גורם תיקון קטן 2n+1 , מתאפס ב 2n הביטים הראשונים.

הוכחת הטענה הראשונה:

נחסום את (j’’ , מה שיעזור גם בחישוב מספר הביטים שנדרשים לייצג את (j’’.

 חישוב הערך המקסימלי:

 (j’’ יהיה מקסימלי כאשר <a> מקסימלי, כלומר 2n-1 , וגם bj’=2:

(j’’= (j’+3(2n+1 ( (2n-1)(2+3(2n+1 = 2n+1 (1+3)-2=2n+1 (4)-2=2n+3-2
רואים מייד ש n+3 סיביות נדרשות לייצוג ערכו המקסימלי של (j’’ .

 חישוב הערך המינימלי:

באותו האופן, (j’’ מינימלי כאשר <a> מקסימלי, כלומר 2n-1 , וגם bj’=-2:

(j’’= (j’+3(2n+1 ( (2n-1)((-2)+3(2n+1 = 2n+1 (-1+3)+2=2n+1 (2)+2=2n+2+2

רואים שגם כאן נדרשות n+3 סיביות לייצוג ערכו המינימלי של (j’’ .

מכיוון ש ( (j’’ ( 2n+3-2 2n+2+2, ושני הקצוות הללו חיוביים, הוכחנו ש (j’’ חיובי, ולכן התועלת הראשונה הוכחה.

הוכחת הטענה השנייה:

הטענה אמרה שסכום הקבועים ועוד התיקון הקטן אינו משנה את הכפל ב 2n הסיביות התחתונות, כלומר:
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נפרק את (j’’ למרכיביו: (j’’= (j’+3(2n+1
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נשים לב, ש 
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  שווה בדיוק ל <a> ( <b> מעצם הגדרתו של  (j’.

לכן, תוך שימוש בנוסחה של סכום טור הנדסי  
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נשאר אם כן להוכיח שהמכפלה 2n+1 ( 4n’ מתאפסת ב 2n הביטים הראשונים.

ראינו קודם ש 
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, ולכן ניתן לרשום 2n’( n+1 (שתי האפשרויות הן או 2n’= n+1 או 2n’= n+1+1 . ( הוא אפס עבור האפשרות הראשונה, ואחד עבור האפשרות השנייה):

2n+1 ( 4n’ = 2n+1 ( 22n’ = 2n+1+n+1+( = 22n+2+(
וזה מתחלק ב 22n ללא שארית, ולכן מתאפס ב 2n הביטים הראשונים, ולכן התועלת השנייה הוכחה.

טענה: נראה שקל לחשב את (j’’ , כלומר אין צורך בחלחול הנשא, ע"י שימוש במשוואה הפשוטה  (j’’= <1(not(Sj)(X>+Sj.

התועלת שמפיקים מהטענה: חישוב המכפלה החלקית ה j'ית (כולל התוספת של הקבוע (3(2n+1 הוא פשוט, ונעשה בזמן קבוע.

Sj = 1 if bj < 0

Sj = 0 if bj Otherwise

X ( {0,1}n+1 ומקיים:

X = 0n+1 if bj’=0

X = 0(a  if bj’=1

X = a(0  if bj’=2

X = 1(a’  if bj’=-1

X = a’(1  if bj’=-2

הטענה שלנו אומרת שקל לחשב את (j’’ בעזרת ה"מתכון" שלנו, מפני שכל הפרמטרים הם לוקליים.

הוכחת הטענה: נוכיח ע"י חלוקה למקרים השונים, כאשר נראה שבכל המקרים נותן "המתכון" את התוצאה שנותנת ההגדרה של (j’’.

1. bj’=0.
Sj = 0, ו X = 0n+1.

(j’’= (j’+3(2n+1 = <a>(bj’ +3(2n+1 = 3(2n+1

התוצאה המתקבלת משימוש במשוואה (j’’= <1( not(Sj)(X>+Sj :

n         (n+1 bits)        0
n+2   n+1

0 0 . . . . . . . . . . . . .0 0
  1       1


וקיבלנו שוויון.

2. bj’=1.
Sj = 0, ו X = 0(a.

(j’’= (j’+3(2n+1 = <a>(bj’ +3(2n+1 = <a> + 3(2n+1

התוצאה המתקבלת משימוש במשוואה (j’’= <1( not(Sj)(X>+Sj :

n-1       (n bits)          0
  n
n+2   n+1

. . . . . . . . a . . . . . . . . .
  0
  1       1


וקיבלנו שוויון.

3. bj’=2.
Sj = 0, ו X = a(0.

(j’’= (j’+3(2n+1 = <a>(bj’ +3(2n+1 = 2<a> + 3(2n+1

התוצאה המתקבלת משימוש במשוואה (j’’= <1( not(Sj)(X>+Sj :

0
n           (n bits)           1
n+2   n+1

0
. . . . . . . . a . . . . . . . . .
  1       1


וקיבלנו שוויון.

4. bj’= -1.
Sj = 1, ו X = 1(a’.

(j’’= (j’+3(2n+1 = <a>(bj’ +3(2n+1 = -<a> + 3(2n+1 = -[1(a’] + 3(2n+1 =

-2n + <a’> + 1 + 2n+1 + 2n+2 = <a’> + 1 + 2n+ 2n+2

תחילה עברנו מייצוג בינארי לייצוג בצורת המשלים ל 2 , ןאח"כ נפטרנו מהמשקל השלילי.

התוצאה המתקבלת משימוש במשוואה (j’’= <1( not(Sj)(X>+Sj :

n-1        (n bits)          0
n+2   n+1     n

. . . . . . . . a’ . . . . . . . . .
  1       0        1

1



וקיבלנו שוויון.

5. bj’= -2.
Sj = 1, ו X = a’(1.

(j’’= (j’+3(2n+1 = <a>(bj’ +3(2n+1 = -2<a> + 3(2n+1 = -<a ( 0>+2n+1 + 2n+2 = < a’ ( 1> + 1 + 2n+2.

-2<a>  מביאה אותנו לצורה -<a ( 0> שזוהי מחרוזת עם n+1 סיביות, וכן  <a ( 0>- 2n+1  זה בדיוק המשלים ל 2 של <a ( 0>, כלומר < a’ ( 1> + 1.   


התוצאה המתקבלת משימוש במשוואה (j’’= <1( not(Sj)(X>+Sj :

0
n              (n bits)             1
n+2   n+1    

1
. . . . . . . . a’ . . . . . . . . .
  1       0     

1



וקיבלנו שוויון.

הגאומטריה של המימוש בחומרה אחרי עדכון (המחשב את הכפל בעזרת המכפלות החלקיות האי שליליות (j’’ ) נראה כך:

(כל שורה מורכבת מ <1( not(Sj)(X> , ונסמן ב S~  את הפעולה not(S) )
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מהיכן הגיע הביט במשקל 2n+1 מעל המכפלה הפנימית הראשונה? אם נזכר בטענה שאמרה שכאשר "דחפנו" את המכפלות הפנימיות כדי שיהיו אי שליליות, יש להוסיף גורם תיקון, והוא בדיוק 2n+1. 

איך ניפטר מהאחד, הרי אין חור פנוי במערך הכופל שאפשר לנצל אותו.

פתרון:

נסתכל על האיברים ה n+1 וה n+2 של המכפלה החלקית הראשונה, ונראה שבעצם יש לבצע את הסכום:

1

S0~  1     +

S0 S0 S0~

כי 1+S0~=S0 עם נשא ששווה S0~, ואז חיבור של 1+S0~=S0 שוב נותן נשא S0~, וזה גם הביט השלישי.

לכן, במקום לרשום 1+(1(S0~), נרשום בשורה הראשונה S0 S0 S0~, והמימוש יראה כך:
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לסיכום:

בשיעור זה ניסינו לפשט את פעולת הכפל ע"י קידוד המספר הכופל b בקידוד BOOTH. 

לאחר שהגדרנו מה זה קידוד BOOTH, נתנו דרך לחישוב מקדמי הכופל כבור K כלשהו, ניסינו לשנות את האלגוריתם הרגיל לביצוע כפל, כך שיתאים ל b המקודד בקוד BOOTH עם K=1. 

ראינו שעבור K=1, לא ברור אם הקידוד מועיל, כלומר לא תמיד מספר פעולות החיבור קטן לעומת מספר החיבורים ללא קידוד BOOTH (נתנו אפילו דוגמה שבה קידוד BOOTH מכפיל את כמות החיבורים שיש לעשות, לעומת המצב ללא קידוד).

לכן עברנו ל K=2. שוב הראנו איך נראים הקודים, ונתנו מימוש פשוט, אולם הוא סבל מהרבה בעיות: הרחבת הסימן שנאלצנו לבצע, והוספת אחד. לכן, הראנו שיטות כיצד להתגבר עם בעיות אלו, ע"י העברת האחד המחובר לשורה הבאה, תוך ניצול חורים בכופל, והוספת קבוע לכל המכפלות החלקיות, כדי להפוך אותם לאי שליליים, וזאת מבלי לפגוע בתוצאת 2n הביטים התחתונים של הכפל.

לבסוף הראנו מימוש סופי יעיל המבצע את הכפל ע"י ביצוע מכפלות חלקיות בזמן קבוע תוך שימוש ב"מתכון" שנתנו.

יש לציין, שבניגוד למקרה ש K=1 בו לא ברור אם הקידוד מועיל, כאן הקידוד כנראה מועיל, מפני שאנו חוסכים בשטח, והראנו שחישוב המכפלות החלקיות לא נעשה מסובך הרבה יותר. 
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