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 (5שבוע  11.22.22)יום שני  5הרצאה  –תכנון וניתוח אלגוריתמים 

 אלגוריתמים משערכים )המשך(

 

 (:Center-Kמרכזים ) – kבעיית 

מוקדי תחנות לדוגמא ) של מוקדיםמסוים  מתוך מרחבמוקדי שירות  החליט עלנניח ונרצה ל

היה מרוחק מדי מוקד לא יאף   נרצה שבתקציב הנתון. כיבוי עירוניות במרחב הערים(

 .)לא כל עיר תקבל מוקד תחנת כבאות( ממוקדי השירות

  קלט:

 מוקדים .2 nppP ,,1  

 שלם וחיובי kמספר  .1

מטריקה  .3 ji ppd , 

kSPSכך שמתקיים:  S וקדי שירות )מתוך קבוצת המוקדים(קבוצת מ פלט:  ,. 

 למזער את רה:המט  Spd
Pp

,max


כאשר      SsspdSpd
def

 :,min,. 

 המטריקה יכולה להיות אוקלידית או נתונה לפי גרף.

 נמקם את המרכזים אחד אחרי השני. נתחיל שרירותית: אלגוריתם:

 1: pS   

for i := 2 to k 

   Spds
Pp

i ,maxarg


  (נבחר נקודה שהמרחק ממנה ליתר נקודות השירות הוא הגדול ביותר( 

 isSS   

end for-loop 

return S  

איכות הפתרון משתפרת ככל שהאלגוריתם מתקדם. ככל שמוסיפים עוד מוקדי שירות, איכות 

 הפתרון מונוטונית )במובן החלש(.

וי של הפתרון )המרחק הגדול ביותר של מוקד ממוקד השירות הקרוב רדיוס הכיס  - משפט

  רדיוס הכיסוי האופטימאלי. פעמייםהוא לכל היותר  ,אליו ביותר( על ידי האלגוריתם המוצע

 .קשה-NPבעיית הפתרון האופטימאלי הוא   הערה:

בפתרון של isנקבע פתרון אופטימאלי כלשהוא. נשייך כל נקודה   - הוכחה למשפט

האלגוריתם המוצע לנקודה הקרובה ביותר אליה בפתרון האופטימאלי  isOPT. 
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 נמשיך לפי מיקרים:

פתרון כל נקודה באלגוריתם המוצע שויכה לנקודה שונה ב –מקרה ראשון 

אופטימאלי. כלומר ה   jiji sOPTsOPTss  . 

 .OPToכלשהיא ונניח שהאופטימום ממפה אותה למרכז Ppניקח נקודה 

כך שמתקיים  Ssיש נקודה  כלומר  osOPT : 

 

 מאי שוויון המשולש     sodopdspd ,,,  בצד ומאחר וכל אחד מהמרחקים ,

כל אחת )מאחר וOPTrחסום על ידי רדיוס הכיסוי האופטימאלי  השוויון,-אי הימני של

 מתקיים:האופטימאלי(  האלגוריתםמיפוי על ידי  העבר מהנקודות

  OPTrspd 2,  

Sssקיימות שתי נקודות  –מקרה שני  ji ,  כך שמתקיים   ji sOPTsOPT . 

את הפתרון החלקי, 1jS. נסמן isנוספה אחרי  jsנניח, ללא הגבלת הכלליות, כי 

נוספה, היא הייתה הגרועה ביותר לאלגוריתם. כלומר  jsכאשר  .jsלפני הוספת 

 :התקיים

          OPTij

ineqtriangle

ijjjj rsodosdssdSsdSpd

Pp

2,,,,,

,

11 







 

ובגלל  OPTr2, כבר חסום על ידי jsת א כלומר רדיוס הפתרון, כאשר מוסיפים

  .OPTr2המונוטוניות, הפתרון הסופי בוודאי חסום על ידי 

QED 

 

 עד כאן אלגוריתמים משערכים.

o 

p 

s 
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 (Dynamic Programmingת דינאמי )תכנו

 ( SchedulingIntervalתזמון אינטרוולים ) –נתחיל מדוגמא 

ניתן לחשוב על שרת, אליו מגיעים ג'ובים כאשר כל ג'וב רץ על השרת למשך זמן מסוים 

-ובתמורה מייצר ערך כלשהו. המגבלה היא שלא ניתן להריץ על השרת יותר מג'וב אחד בו

 צור ג'וב במהלך ריצתו.זמנית ולא ניתן לע

 

אינטרוולים  )ג'ובים(  n: אוסף של קלט  n

iiii vfs
1

,,


 , כך שלכל ג'וב יש שלושה מספרים: 

 isזמן ההתחלה  (1)

 ifזמן סיום  (2)

 ivערך  (3)

,0ומתקיים   iii vfs 

Sjiאם זרים בזוגות )של ג'ובים  S: קבוצה פלט , אזי ,     jjii fsfs ,,.) 

 הסכום למקצן את , כלומרS-ב מרבי: למצוא תזמון בעל ערך מטרה
Si

iv. 

 קשה.-NPהוא  יביאליטרשגם עד כדי קירוב לא  MISזהו מקרה פרטי של  :הערה

 : מקרה פרטינתבונן על 

 כלומר נמקצן את מספר האינטרוולים שלא נחתכים.  ,iלכל  1ivאם 

. מצא את האינטרוול EDF or Earliest Deadline First –)חמדן( פתרון אופטימאלי 

רחק מהפתרון את כל האינטרוולים שזמן הסיום שלו הוא מזערי, הוסף לפתרון, ה

מאחר והאינטרוול מסתיים ראשון, הוא חותך הכי פחות  שהוא חותך והמשך.

 אינטרוולים שמתחילים אחריו.

 כללי הפתרון החמדן אינו עובד: ivבמקרה של  -דוגמא רעה 

        

v1=1
v3=1

v2=100

 

 

.  לעומת 1האלגוריתם החמדן, נשרת את הג'וב הראשון והשלישי ונקבל ערך על פי 

 .211זאת, ניתן היה לשרת רק את הג'וב השני ולקבל תועלת של 
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 :מקרה פרטי נוסף

iiiשלו )משך הזמן שהוא לוקח(  האורךערך כל אינטרוול הוא   sfv . 

וך ביותר, נכניס לפתרון, נשמיט כל פתרון חמדן אפשרי: נתבונן על האינטרוול האר

 אינטרוול שהוא חותך ונמשיך.

 דוגמא רעה לאלגוריתם החמדן:

 

במקום שלושת האינטרוולים שערכם כמעט  21האלגוריתם יבחר באינטרוול שערכו 

 קירוב.-3מערכו. האלגוריתם הוא  3פי 

 :הפתרון לבעיה הכללית

1,1לפי זמני סיום ממוינים  וליםהאינטרונניח כי   ii ffni נסמן לכל אינטרוול .i את

 האינטרוול האחרון שלא נחתך איתו:

   ij sfjipre  :max 

 בסימון i1לאינטרוולים  בנוסף, נסמן את הפתרון האופטימאלי iOPT. 

 שמסתיים אחרון.  קיימים שני מקרים: אינטרוולעל ה ונןתבנ

לי אבפתרון האופטימאלי.  במקרה זה, הפתרון האופטימ אינו נמצאהאחרון  אינטרוולה

 האחרון. אינטרוולהוא אותו פתרון שנכון לבעיה זו ללא ה אינטרווליםעל כל ה

הבעיה את כל בפתרון האופטימאלי.  במקרה זה יש לסלק מ נמצאהאחרון  אינטרוולה

האחרון )ולכן אינם יכולים להיבחר( ולהמשיך  אינטרוולשנחתכים עם ה אינטרווליםה

 ת הבעיה באופן רקורסיבי: לפתור א

 
  

 








SiiOPT

SiipreOPTv
iOPT

i

,1

,
 

 הרקורסיבי כלומר האלגוריתם       1,max  iSipreSviS i 0וכאשרi  אז

0S. 

 ציר הזמן

83 v 94 v 92 v 

101 v 
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 או:

  :iS  

 if 0i return  ,0  

else if     valueiSvalueipreSvi .1.   

  return  1iS  

 else return        IntervalsipreSivalueipreSvi .,.   

 מסומנת על גבי הקווים(ידורי שלו, לכל מקטע, לפי המספר הסדוגמא )ההחלטה שהתקבלה 

 

נסמן ב :  יבוכיות האלגוריתםס nT את זמן הריצה ל nS . כדי לחשב את nOPT  יש

לחשב את  1nOPT  ואולי אף את 2nOPT כלומר, זמן הסיבוכיות ניתן ע"י  .

 המשוואה:

 

  nnTOnTnTnT 212)1()2()1()(  

 זמןציר ה

 5בלי  

OPT(5)  

3v

 3 -ערך

2v 

5v 6v 

 3מספר סידורי  5 מספר סידורי

 1מספר סידורי 

 4מספר סידורי  2מספר סידורי 

{5} U OPT(3) 

OPT(4) 

 5עם 

 3עם 

 3בלי 

{5,3} U OPT(1) 

OPT(2)  

 ציר הזמן

1v 

 מספר סידורי = מיון לפי נקודת סיום
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)כאשר   10 T .) זוהי משוואת פיבונאצ'י שעבורה הפתרון הנאיבי הוא אקספוננציאלי )לא

נשים לב שבעוד שישנם  .לכן, ניסוח הבעיה אלגנטי אך אינו מספק מבחינת סיבוכיות ישים(.

n  אנו מבצעים איבריםn2.מדוע? חישובים 

 

OPT(n)

OPT(n-1) OPT(n-2)

OPT(n-2) OPT(n-3) OPT(n-3) OPT(n-4)
 

 

.  ניתן לראות כי חזרותנשים לב כי למרות שגודל העץ אקספוננציאלי, יש בו הרבה מאד 

ת הסיבוכיות באמצעות . ניתן יהיה לשפר אOPTערכים שונים של  nבסה"כ יש לחשב רק 

 .בה נשמור ערכים שכבר חישבנו בטבלהשימוש 

נייצר מערך  nM 0 ( אותו נאתחל עם האיבר הריק.בכל מקום ) האלגוריתם: 

 

 

 
     

 iMreturn

ipreSmviSmiM

theniMif

returniif

iSm

i _,1_max:][

00

:_







 

 

בוכיות של כל שלב על הקריאות הרקורסיביות, הסי תבוננים:  אם לא מסיבוכיות האלגוריתם

היא  1O לכן יש לספור את מספר ההפעלות הרקורסיביות.  לכל ערך  .i ם פעם אחת יוצרי

מתחילים לרדת בעץ שקיבלנו לצד מסוים. בדרך חזרה, המערך  .שתי קריאות רקורסיביות

נוע בכיוון אחר בעץ, אם הערך קיים מתמלא בערכים וכאשר מקבלים קריאה רקורסיבית ל

שורת עובר את )לא  לא מתבצע זימון רקורסיבי ,במערך  theniMif  ).  מאחר וישנםn 

זמן הריצה הוא i-ערכים ל nO. 
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( הוא pre-processingחישוב )-כיות קדםיש לציין שיש עוד למיין את הקבוצות ולכן סיבו

 nnO log. 

הערה: הצעה לחישוב  ipre -  נמיין לפי זמני סיום. נקבלi באמצעות .is נסרוק ונמצא את

jf.הראשון שקטן ממנו 

 

 .(wise linear-Pieceליניארית למקוטעין ) התאמת - בעיה

: סדרת נקודות על המישור קלט  n

iii yx
1

,


 

מצא מספר ישרים  נקרב את הדגימות על ידי סגמנטים של קווים ישרים. נ: דרישה

jjj bxaL רלוונטי  םוהתחום שבו ה jj fs ,. 

 :מטרות

בועית : מזעור השגיאה הרי  (1)     



n

i

ijiiji bxay
1

2
  

כאשר    jjj fsxij ,:  

מזעור מספר הסגמנטים )אחרת ניתן היה להעביר קו ישר בין כל זוג נקודות סמוכות   (2)

 ולהבטיח בכך שגיאה ריבועית אפס(.

 

עוברים מסגמנט אחד לשני.  על הבעיה כעל בעיית איתור נקודות השבירה, בהן תבונןניתן לה

 .n2אפשרי הוא החלוקות הכל נקודה יכולה להיות נקודת שבירה ולכן מספר 

 

.  כלומר, כל Cנניח כי על כל סגמנט נוסף שמכניסים משלמים קנס המיוצג ע"י פרמטר 

 של שגיאה ריבועית. יחידות Cסגמנט עולה לנו 

 

 

 וויםלית בשני קאשגיאה מינימ

 דוגמה: פרבולה

 

 אפס שגיאות : n-1 קווים

 

 לית בקו אחדאשגיאה מינימ
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 :בהינתן  קבוצת נקודות משואת היישר הממזערת את השגיאה הריבועית נתונה לפי

 

 

 

 

 






n

i

n

i

ii

n

i

n

i

ii

n

i

ii

xxn

yxyxn

a

1 1

22

1 11

)(

))((

 
n

xay

b

n

i

i

n

i

i 




 11

)(

 

לא כל תתי הקבוצות רלוונטיות. כיצד מחלקים למקטעים? בכל מקטע נוכל לקרב  תצפית:

 :באמצעות הנוסחא למעלהבפשטות 

 

 ים יש סידור לאורך הישר.-x-ל

: נסמן jiE = ערך השגיאה הריבועית הכוללת אם נקרב את אוסף הנקודות  ,

   jjii yxyx ,,  .ע"י ישר יחיד 

ודת שבירה את נקבתור נגדיר  כאמור, יש למצוא נקודת שבירה. אם ננסה את כל האופציות,

שנמצא משמאלה  התחוםבאמצעות ישר יחיד ועל  כומימין לה ישוערכל הנקודות . kנקודה 

אם  נקודה נוספת.  ,רקורסיבית ,נגדיר שוב nOPT  מציין את המחיר של הפתרון

 קיים:תמאז  נקודות n-לי לאהאופטימ

 

      kOPTCnkEnOPT
nk




,min
11

 

 

 מקרה בסיס:

  01 OPT 

 

1L 2L 3L 
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 : nהזמן לפתור בעיה בגודל 

         

  n

n

k

nT

kTnTTTnT

2

11110
1

0



 





 

לגוריתם יעיל בעזרת תכנות דינאמי. ניצור מערך אאיך נוכל לשפר?  nM 1 כאשר

 iMיה עם הנקודות מכיל את הפתרון האופטימאלי לתת הבעi1. 

],[נחשב  .2 jiE בטבלה לכלi<j . 1כל חישוב לוקח ij( מספר לפי חישובים

הנקודות בקטע(. לכן  







n

j

j

i

nij
1

1

1

 חישובים.1~3

נאתחל טבלה  .1


 ][nM  nלכל   

 שב:נח .3

];[

)}(],[{min:][
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 3ניין בקריאה הרקורסיבית )כל קריאה אחרת בשלב עעבור סיבוכיות האלגוריתם שוב נת

היא  1O:) 

 חישובים 3n כ : מילוי הטבלה2שלב 

 חישוביםn: 1שלב 

)רץ על  הערכי nיש לבצע קריאה למינימום שסורק טבלה לאורך  Mאיבר ב עבור כל: 3שלב 
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ריבועית ת השגיאה כרצוננו )אין האלגוריתם תלוי בשגיאה : ניתן לבחור את פונקציהערה
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