
  חסם תחתון –עץ פורש מינימלי 
  

   הגדרת הבעיה

   :כאשר הוא מוגדר להיות, על גרף עץ הפורש המינימלימציאת ה

 :ותאשר מקיים את שתי התכונות הבא, קבוצה של קשתות בגרף נתון-המורכב מתת עץ

 .בגרף צמתיםכלומר כולל את כל ה -הוא פורש את הגרף  •
הקטן ביותר האפשרי מכל העצים הפורשים שהוא , הוא מינימלי בסכום משקלי הקשתות שלו •

 .של הגרף

  . גודל ההודעות o(logn)עץ פורש מינימלי עם  :כבר ראינו

Dזמן ריצת האלגוריתם  n+ 

  Congestמודל 

הנחת העבודה היא כי קיימת הגבלה על גודל ההודעות כי הגודל של כל הודעה צריך להיות לכל 
הרי שניתן יהיה לפתור את בעיית העץ פורש מינימלי בזמן , במידה ואין הגבלה כזו. ביטים Lהיותר 
י חישובים לוקאליים נקבל את "וע Nodeשכן נוכל להציף את כל מבנה העץ לכל , O(D)-מוגבל ב
  . הפתרון

  . יודע את משקל כל הקשתות הסמוכות לו Nodeכל  ניתן לאמץ כהנחת עבודה כי

   ile TransferF –F.T: בעיית ביניים

ביטים שבתחילת הריצה  mשל מחרוזת , r∈Vצומת מקבל , s∈Vצומת שולח , G = (V,E)גרף : קלט
  s-ידועה רק ל

  . rבצומת  x: פלט

  .וחסם של אורך, חסם של רוחב: ניתן בבעיה זו להסתכל על שני חסמים

  . משמעותו הזמן שלוקח להעביר ביט מצד לצד; חק בין שני הצמתיםהמר – חסם של אורך

-משמעותו כמות הביטים שיכולים לעבור בו; כמות הדרכים שיש בין שני צמתים – חסם של רוחב
  ). שכן אנו רוצים להעביר יותר מביט אחד(זמנית 

)נבנה משפחת גרפים  , )nG m k .אליה נתייחס לאורך המסמך.   

  . המשך המסמך מתייחס לנספח זה כרפרנס. נספח המצורףניתן לראות אותו ב, בשל גודל הגרף

  m*k             +           2*k – 1: בגרף צמתים' מס

  

   ")שתי וערב"הצמתים בגרף ' מס(                )הצמתים בעץ הבינארי' מס(



  : קוטר הגרף

2*(logk + 1) = θ (logk) 

  

כאשר השיקול הוא מהירות , או דרך העץ הבינארי, "שתי וערב"ביט ניתן להעביר או דרך גרף ה
כי , קשה להעביר דרך העץ הבינארי הרבה ביטים; זמנית-לעומת כמות הביטים שניתן להעביר בו

שתי וערב בניגוד למעבר דרך הגרף , הביטים עוברים בו מהר מאוד, אבל –המעברים בו צרים מאוד 
  . שהמצב בו הפוך

  . דטרמינסטיתהוא למעשה מכונת מצבים , נניח כי הגרף אותו תיארנו לעיל

  : נגדיר

{ :1 , } { : }t ij jZ v j m j t u j t= ≤ ≤ > >U  

  tZמספר הקשתות שנכנסות לגרף העץ הבינארי שלא מתוך  tφוכן נגדיר את 

  : נשים לב כי

1φ = 1 

2φ = 1  

3φ = 2 

4φ = 1  

5φ = 2  

6φ = 2 

7φ = 3 

) משקל המינג(= 1הוא למעשה מספר הביטים שסימנם  tφנשים לב כי התוצאה היא שהערך , ככלל

  . tשל 
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  ). 2T-הוא לא יותר מ, Tבאורך  prefix-ב 1-ערכי ה' מס( ∑≥

  . t‐1בזמן  tZהמצבים האפשריים של ' מס - tϕ: נסמן

  : ולכן, נשים לב כי המצב ההתחלתי הוא בודד

1 1ϕ =  



2mאז , יחידות זמן T-אם האלגוריתם מסיים לרוץ ב: 1טענה 
Tϕ ‐Tמכיוון שבזמן , הדבר ברור(*). ≤

' ולכן מס, 2מספר המצבים האפשריים עבור כל אחד מהקודקודים שבעמודה האחרונה הוא  1
  . 2m-המצבים האפשרי השונה יהיה גדול שווה ל

22Lאז  t < kאם : 2טענה  t
tϕ < (**)  

1: נראה כי מתקיים: הוכחה 2 t L
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ציה חדשה מתקבלת אך ורק דרך העץ הבינארי והרי שכמות טואיטיבי מכיוון שאינפורמהדבר אינ
הרי שכמות הביטים החדשה שנכנסת  tφהקשתות מהעץ שמכניסות לעץ מידע חדש הוא בהגדרה 

tφהיא  L והרי שזה מוכיח את האמור לעיל .  

  :רקורסיה נקבל לאחר הפעלת, לכן
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  לפחותעל הגרף הנתון הוא  FTזמן ריצה של של אלגוריתם : המסקנ
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צעדים כדי שכל הביטים יגיעו דרך גרף  k‐1מכיוון שיש לעשות  T > k‐1זאת מכיוון שאין סיבה כי 
  (**):-ו(*) והרי שלפי , למקבלמהשולח " שתי וערב"ה

2

2 2
L Tm

Tϕ≤ <  

קרי , L2T > mחייב להתקיים כי ולפיכך 
2
mT
L

≥  

2nלהיות  mנבחר את  L וכיוון ש- 
nk
m

נקבל חסם תחתון של  ≅
2
n
L

בשני (ן הריצה עבור זמ 

  ). צידי המינימום

  

  

  

  

  

  



  לעץ פורש מינימלי FTרדוקציה של 

  . עכשיו נחזור לחסם תחתון על עץ פורש מינימלי

  : נבנה הגרף כמקודם עם המשקלים הבאים FTבהינתן בעיית 

)1: כל קשתות המסלולים , )ij ijv v   0משקל  - +

  0משקל  –כל קשתות העץ הבינארי 

) :ל קשתמשקל כ , )i jiu v  1כאשר<j<k - 10 משקל   

): משקל כל קשת , )k jku v -  1משקל    

1: משקל כל קשת 1( , )ju v -  לפי הביט ה 2או  0יהיה-j שהשולח ב-FT  צריך להעביר  

  

  : מעשה נוכל ליצור עץ פורש מינימליבכך ל

אלא , הרי שלא נעבור דרכו, ות שמעבירות לעץ הבינארי יהיו כבדות מאודמכיוון שהמשקול •
1רק דרך הנקודות בהן משקל הקשת  1( , )ju v  2יהיה .  

  ". שתי וערב"גרף ה" תוך"בוודאי שלא נחזור אליו כאשר אנו כבר ב •

 . נימנע ממצב בו יווצר מעגל –לפיכך  •

  

מכיוון שראינו כי אין פתרון . FT-מ יביא לפתרון בעיית ה"יית העפפתרון בעכי , למעשה ניתן לראות
אותו חסם תחתון אשר מצאנו רלוונטי גם הרי ש, )החסם התחתון מתואר לעיל( FT-מהיר לבעיית ה
  . מ"לבעיית העפ

  

  : ניתן לראות כי, בנוסף

 -ר לוהחסם התחתון מתדרד 4-הקוטר של הגרף יירד ל, אם נחליף את העץ הבינארי לכוכב •
1
3( )nΩ  

אם נחליף את העץ הבינארי בקליקה על צמתי  •
i

u ,החסם יירד ל- 
1
4( )nΩ 

 .O(logn)למצוא אלגוריתם שרץ בזמן נוכל , 2-אם נצליח להוריד את קוטר הגרף ל •

  . O(loglogn)ריתם שרץ בזמן במידה וניצור קליקה על הגרף נוכל למצוא אלגו •

  

  



  

  

)תיאור משפחת הגרפים  –' נספח א , )nG m k  
  

  

  

  

  

עץ "הותת גרף , )m*k(" שתי וערב"תת גרף  –" תת גרפים"נשים לב כי ניתן לחלק את הגרף לשני 
   "הבינארי

1u 2u ku 

11v  12v  13v  1kv  

1mv  

21v  

mkv  

2mv  

k – אורך כל מסלול  

m – מס '
  המסלולים

  : עץ בינארי

D = log(k) 



  

  

  מקבל      שולח   

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  


