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אריתמטיקה של מחשבים: הרצאה מס' 4. תאריך 25/5/99.

חיבור מספרים עם סימן וכפל רגיל וכפל בזמן לוגריתמי

כותב: משה יהונדב

1. בשיעור זה יועברו הנושאים הבאים:

1.1. חיבור וחיסור עם סימן.

1.1.1. חיבור בשיטת המשלים ל- 2.

1.1.2. חיסור בשיטת המשלים ל- 2.

1.2. כפל ללא סימן.

1.2.1. כופלים ריבועיים.

1.2.2. כפילה בזמן לוגריתמי.

2. חיבור וחיסור מספרים עם סימן:

2.1. [image: image1.wmf]0
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    ייצוג מספר עם סימן (ייצוג בעזרת שיטת המשלים ל- 2 ):
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 בשיטת המשלים לשניים.

<> - הערך המיוצג ע"י המחרוזת
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 בשיטה הבינארית.

נסמן את 
[image: image3.wmf]n
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 כקבוצת המספרים הניתנים לייצוג ע"י n  סיביות בשיטת המשלים לשתיים.
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2.2. טענה:





      הפיכת סימן בשיטת המשלים לשתיים מתבצעת באופן הבא:
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[image: image6.wmf]]
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 - היפוך ביטים.

2.3. הוכחה:
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[image: image8.wmf]]
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הערה: הטענה אינה טוענת ש: 
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 אינו סימטרי.

2.4. טענה:

הרחבת סימן משמרת ערך.

עבור מספר באורך n אם רוצים ייצוג ע"י n + x ביטים ניתן להוסיף x ביטים הזהים לביט הסימן.
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2.5. הוכחה: 
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[image: image13.wmf]]
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3. חיבור בשיטת המשלים ל- 2:

3.1. טענה:

מחרוזות בינריות באורך n  - 
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סיבית נשא -                                                           
[image: image15.wmf]}
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נגדיר תוצאת החיבור -
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    עם סיבית נשא - 
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 ע"י חיבור בינארי: 
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נסמן:   
[image: image19.wmf]0
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   (הערך אותו אנו מחפשים).

נקבל את התוצאות הבאות:

1. 
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   [הערה: 
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              א. אם 
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 אז z גדול מדי לייצוג ע"י  n ביטים.

              ב. אם 
[image: image26.wmf]1
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 אז z קטן מדי לייצוג ע"י n ביטים.
השימוש בטענה:

לפי הטענה קיבלנו מתכון לחיבור מס' בשיטת המשלים ל- 2. אם z ניתן לייצוג ע"י n ביטים נקבל חיבור נכון ואם הייתה בעיה ניתן לאתר אותה ע"י איתור שני ביטי הנשא האחרונים.

3.2. הוכחה:
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ע”פ טענה 2.4.
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ע”פ הגדרת הייצוג המשלים ל- 2.
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ע”פ הגדרת s בטענה.
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ע”פ הגדרת הייצוג המשלים ל- 2 עבור <s>.


[image: image31.wmf]]
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נטפל בביטוי שבסוגריים על מנת לצמצמו ולהביאו לצורה הדרושה (נשתמש בהגדרת החיבור לביט):
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[image: image33.wmf]
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ונקבל:                                                      
[image: image35.wmf]]
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כלומר קיבלנו ש- z בחלוקה לשלושת המקרים בטענה בתלות ב- 
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 כפי שנטען בטענה.

נטפל בשלושת המקרים:

1.    
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גורר ש: z =[s]    גורר ש:
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היות ו- z קטן מדי לייצוג.

3. 
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היות ו- z גדול מדי לייצוג.

4. נשתמש בטענה 3.1 על מנת לבנות מחבר בשיטת המשלים ל- 2:

4.1. הגדרת המחבר בשיטת המשלים ל- 2.

קלט  -
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 עם סיבית נשא -  
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פונקציונאליות נסמן: 
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ונדרוש:
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4.2. [image: image74.wmf]מימוש:

4.2.1. חישוב z:

במוצא המחבר הבינארי נקבל 
[image: image51.wmf]0

0

1

...

c

b

a

s

s

c

n

n

+

>

<

+

>

>=<

<

-

.

כאשר נקבל ש: 
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עבור ovf=0 (אחרת z לא מוגדר).

חישוב סיבית ovf:
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הערה: לא תמיד יהיה ניתן לקבל את הסיבית 
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 על מנת לראות האם יש ovf (למשל בשימוש במחבר ארוז) אז נקבל:


[image: image55.wmf])

,

,

,

(

1

1

1

n

n

n

n

c

s

b

a

xor

ovf

-

-

-

=








כלומר ניתן לקבל גם במקרה זה את סיבית ה – ovf.

4.2.2. חישוב הדגל neg: 

אם אין גלישה הסימן הוא הביט ה msb במחרוזת.
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כאשר יש גלישה נבצע ריפוד של ביט אחד (זה כל מה שנדרש על מנת שלא תהיה גלישה) ואז חוזרים למקרה בו אין גלישה. אין צורך להוסיף סיבית אחת בפועל אלא נבצע את הפעולות המתמטיות כאילו יש ביט ריפוד.

נסמן: 
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(בסכום יש n+1 סיביות)

לפי הטענה מתקיים 
[image: image60.wmf]]
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ונקבל:                                    
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5. חיסור בשיטת המשלים ל- 2:
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מימוש ע”י חישוב:                                      
[image: image64.wmf]]
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5.1. [image: image75.wmf]add
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הסבר המעגל:

סיבית sub  מגדירה חיסור או חיבור כאשר עבור ערך "1" נקבת חיסור.

5.1.1. עבור חיבור sub=0 נקבל את המעגל ב- 4.2.

5.1.2. עבור חיסור sub=1:

 ביצוע  xor בין sub ו- b מבצע היפוך ביטים ב- b.

 הוספת הסיבית sub כסיבית נשא בעצם  הוספת 1.

 פעולות אלו הופכות את החיבור לחיסור באופן הבא 
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6. כפל:

6.1. כפל ללא סימן

קלט  -
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 עם סיבית נשא -  
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  המקיימת: <p>=<a><b>.

הסבר: רכיב שמקבל שתי מחרוזות בינאריות ופולט מחרוזת בינארית באורך של סכום אורכי המחרוזות כך שמכפלת המספרים המוצגים ע"י מחרוזות הקלט ישוו למספר המיוצג ע"י מחרוזת הפלט. ניתן לייצג את מחרוזת הפלט ע"י 2n סיביות.

6.1.1. כפל ידני: בכפל של שני מספרים בשיטה הידנית יש לבצע n^2 מכפלות ולחשבן בטור מצב הגורר השהיה ריבועית וזה מאוד גרוע ואנו נשתמש בשיטות אחרות לקבל השהיה ליניארית ואף השהיה לוגריתמית (ע"ח סיבוכיות).

6.1.2. כופל ריבועי:






         נדגים כופל ריבועי בגודל שלוש על שלוש (בכופל זה השהיות הן ליניאריות (מקסימום
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  2n-1 שערים במסלול):
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כאשר כל קוביה בכופל מכילה:







זה מתאים לדרישה לכופל זול ואיטי.

 הסבר מבנה הכופל:

כופל ריבועי בעצם מבצע כפל ידני כאשר בכל רמה i+j המוגדרת ע"י ערך השורה והעמודה i ן- j (בהתאמה) מתבצע חיבור באופן הבא:

רק כאשר i ו- j שניהם שווים לאחד ערך המכפלה הוא אחד ולכן שער ה- and.

מחברים את ערך המכפלה עם הנשא c מהרמה הקודמת מאותה שורתה ועם ערך החיבור sum באותה רמה בשורה הקודמת ומקבלים ערך חיבור ונשא לאותה הרמה. את ערך החיבור מעבירים (כערך חיבור קודם) לאותה רמה רק בשורה שמתחת (במידה ויש שורה מתחת אחרת הערך הוא ערך הכפל ברמה המתאימה) ואת ערך הנשא מעבירים לרמה הבאה (כערך נשא קודם) באותה השורה (במידה והשורה הסתיימה מעבירים לרמה הבאה בשורה הבאה.

חשוב לראות שהנשא נדרש לעבור לרמה הבאה וערך החיבור נדרש להישאר באותה הרמה. כאשר 

6.1.3. כופל לוגריתמי (זמן הכפל לוגריתמי):







בעיה שקולה לבעיית חישוב הסכום של n  מספרים.

 גישה א':

נפחית בכל שלב n שורות ל - n/2 שורות ע"י חיבור זוגות של שורות יחד.

זמן חיבור n מספרים (לוגריתמי):
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 גישה ב':

נצמצם כל שלוש שורות לשתי שורות. מאפשר צמצום של n שורות ל - 2/3n שורות. על מנת להישאר עם שתי שורות נצטרך 
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 פעמים לבצע חיבור שורות (את שתי השורות האחרונות נחבר ע"י מחבר רגיל).
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נפחית כל שלוש שורות לשתי שורות ע"י FA:
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יש לשים לב ש:S:[2n-1:0]  ו- C:[2n:1].

כשביצוע איחוד השורות יבוצע באופן הבא:

היות וביצוע החיבור מבוצע במקביל יש זמן קבוע ומחיר ליניארי לקבלת שתי שורות מתוך שלוש.

נוסחת הנסיגה לזמן החישוב:
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ביצוע הכפל בשיטה זו מסובך מבחינת מימוש וקיימת בעיה של מס' שורות לא מתחלקות לשלוש.

 גישה ג':

שימוש בהפחתה של ארבע שורות לשתיים.

נראה סכמה של חיתוך ברמת הביטים:

נוסחת הנסיגה לזמן החישוב:
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