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 תקציר

 

לכל מסבך בסטטיקה ,  שגילה כיMaxwell על ידי 1864-הנושא דואליות דווח לראשונה בספרות ב

 כאשר אורך מוט בראשון מתאים לגודל הכוח במוט reciprocalשנקרא , קיים מסבך אחר בסטטיקה

כגון , מאז התגלו ופותחו סוגים רבים של דואליות בתחומים שונים.   ולהפך reciprocal-המתאים ב

כאשר ,  ועודStructural Topologyעבודות של קבוצת , דואליות בתיאורית הבורג, דואליות אלגברית

. קבוצה זו דווחה על דואליות בין מערכות בסטטיקה לקינמטיקה באמצעות גיאומטריה פרויקטיבית

ות כאשר פותחה דואליות בין מבנים בסטטיקה ומערכות קינמטי, באופן בלתי תלוי,  בעשור האחרון

בתזה יחקרו שתי דואליות שהתקבלו על בסיס . התשתית המתמטית כולה הינה על טהרת תורת הגרפים

 ומכניזמים עם הקשר  pillar systemsדואליות בין מסבכים ומכניזמים ודואליות בין : תורת הגרפים

 . לעבודות אחרות שדווחו

, Maxwell של reciprocal -ניזמים וקיים קשר בין הדואליות של מסבכים ומכ, בתזה התגלה כי 

כי , התברר. reciprocal  כמו כן התגלה אפיון חדש לכל הטופולוגיות של המבנים אשר עליהם ניתן לבצע 

הקשר בין הדואליות השונות . Assurאלו מבנים מיוחדים שדווחו בספרות הרוסית וידועים בשם מבני 

יות בין מסבכים ומכניזמים התקבלו ישויות פיזיקליות מהדואל, למשל.  הוביל לתוצאות מעניינות בתזה

 גילה בין Maxwell-קו שווה מומנט וכוח בפאה ועל בסיס הקשר ש: כגון, חדשות בתחום של סטטיקה

,  התברר על קיום משמעות גיאומטרית של קווים שווי מומנט וכוח בפאהreciprocal-פאונים מרחביים ו

, ות הדואליות למרכזי סיבובי רגעיים ומהירויות מוחלטות בקינטיקהכאשר האחרונים הם ישויות פיזיקלי

הורחבה הדואליות בין מסבכים ,  הידועה בספרותBow's notationעל בסיס שיטת , בנוסף. בהתאמה

לכן שיטת הכוח בפאה למציאת מצבים מתים , ומכניזמים וכעת היא אינה מוגבלת רק לגרפים מישוריים

ידי -כי שיטות שפותחו על, בתזה התברר גם. למכניזמים לא מישורייםבמכניזמים תקפה כעת גם 

.  תואמות את שיטות שידועות בקהילת המכניזמיםMaxwellמתמטיקאים שחקרו את עבודותיו של 

  הינה למעשה שיטת בבואת מהירותparallel drawingשיטת , למשל

 (image velocity)הידועה בתורת המכונות  . 

  ומכניזמים והתגלה  pillar systemsבוססת על תורת הגרפים שנחקרה בתזה היא ביןדואליות נוספת המ

אשר נעשה בה שימוש נרחב בתורת , על קיום קשר הדוק בינה לבין הדואליות מגיאומטריה פרויקטיבית

 pillar-כוח בפאה ב: כגון, המבט הכולל על הדואליות הוביל לקבלת תוצאת חדשות, גם פה. הבורג

systems.  

גילוי קשרים חדשים בין העבודות , הבנה כוללת: הראיה הכוללת על הדואליות הובילה ל, לסיכום 

והרחבת שיטות וטכניקות , קבלת משמעויות חדשות לתוצאות שהתקבלו בעבר, השונות שנעשו בתחום

, פרשים נ tensegrityמבני : כמו, התברר כי למערכות סטטיות משולבות קינמטיות, יתרה מזאת. שפותחו

והן על ) בזמן פרישה(גישות שנחקרו בתזה מצליחות לתת נקודה מבט משולבת הן על הסטטיקה 

 ).בזמן ההתקפלות(הקינמטיקה 
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 ענייניםהתוכן 

 viii      רשימת סימונים

 x      איוריםרשימת 

 xiv      רשימת טבלאות
 

 1                                                                                                                     מבוא: 1פרק 

 1           הקדמה1.1

 3       שימושים מעשיים בסוגי הדואליות שונים1.2

 מציאת מצבים מתים של מכניזמים באמצעות עקרון הדואליות  1.2.1

 3              בתורת הגרפים

 ם של מכניזמים מישוריים מקבילים  מציאת מצבים סינגולריי1.2.2

 reciprocal     3-          באמצעות עקרון ה

  באמצעותבדיקה האם מסבך הוא היטל של פאון מרחבי 1.2.3

 4              עקרון הדואליות בין מסבכים ומכניזמים

 4         מטרת המחקר 1.3

 

  5                 כהיטל של פאון ודואליותMaxwellדיאגרמת : 2פרק 

   5                                                                                הזרימה הפרק על פי תרשים תקציר 2.1

  Maxwell) reciprocal(      7 ת דיאגראמ2.2

 7   מאמץ עצמי למסבך שפועל בו reciprocal בנייה של 2.2.1 

 Assur     8  מבני וreciprocal דיאגרמת 2.2.2

 reciprocal     10-הה של יבניה שלבי 2.2.3

 reciprocal      11-ה דוגמה לבניית 2.2.4

 reciprocal     13-המיוחדות של התכונות ה 2.2.5

 13     למסבך שפועל עליו כוח חיצוניreciprocal בנייה של 2.3

 13    למסבך עם כוח חיצוניreciprocal שלבי בניה של 2.3.1

 13    למסבך עם כוח חיצוניreciprocal דוגמה לבניית 2.3.2

 reciprocal       14 מקרים שונים של 2.4

 כהיטל של פאון כדורי reciprocal-ו מאמץ עצמי מבנה עם 2.5

 16        בהתאמה, פאון דואלי ו      

 18    מאמץ עצמי בניית פאון כדורי למבנה עם 2.5.1

 18     מפאון מרחביreciprocal של  שלבי בנייה2.5.2

2.5.3 reciprocal19      והיטל של פאון דואלי 

 צלעות של פאון , בך ללא סמכיםפועלים במסהכוחות ה קשר בין 2.6 
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 20       וקשתות של היטל מישורי        

 פאות הפנימית בין שתי ה סוג של צלע בפאון כתלות בזווית 2.6.1

 20       שהיא מפרידה          

 20  פאון כתלות במיקום שלההמישורי של ה סוג של קשת בהיטל 2.6.2

 בך ללא סמכים כתלות בסוג הצלע בפאון כוח במוט של מסשל  סוג 2.6.3

    21       קשת בהיטלה        וסוג

 reciprocal 22- ב וכוחותבמסבך ללא סמכים קשר דואלי בין כוחות 2.6.4

 23          סיכום הפרק2.7

 

 FGR דואליות בין גרף זרימות בסיסדואליות בין מסבכים ומכניזמים על : 3פרק 

  PGR                                          24וגרף פוטנציאלים 

 24      זרימהה תקציר הפרק על פי תרשים 3.1

 26       גרף זרימות וייצוג מסבכים באמצעותו3.2

 Flow Graph Representation    26 גרף זרימות 3.2.1

 27    ייצוג של מסבך מסוים סטטית באמצעות גרף זרימות3.2.2

 27    זרימות למסבך ה גרף ה שלבנייה שלבי 3.2.3

 28   זרימות למסבךה דוגמה לבניית טופולוגיה של גרף 3.2.4

 28      גרף פוטנציאלים וייצוג מכניזמים באמצעותו3.3

 Potential Graph Representation   28 גרף הפוטנציאלים 3.3.1

  ייצוג של מכניזם בעל דרגת חופש אחת באמצעות גרף 3.3.2

 29       פוטנציאלים          ה

  29    מכניזםהפוטנציאלים עבור  גרף ת שלבי בניי3.3.3

 29  מכניזםהפוטנציאלים עבור טופולוגיה של גרף ה דוגמה לבניית 3.3.4

 מכניזמים על בסיס דואליות בין גרף זרימותו דואליות בין מסבכים 3.4

 30         גרף פוטנציאליםו       

 30         גרף דואלי3.4.1

 30     קשר בין גרף פרימלי לבין גרף דואלי 3.4.2

 31    דואלי לגרף לא מכווןהגרף ה שלבים לבניית 3.4.3

 31       דוגמה לבניית גרף דואלי3.4.4

 31    גרף פוטנציאליםוף זרימות  דואליות בין גר3.4.5

 מכניזמים בעלי דרגת ו דואליות בין מסבכים מסוימים סטטית 3.4.6

 32        חופש אחת          

 32      שלבים לבניית מכניזם דואלי ממסבך 3.4.7

 33      דוגמה לקבלת מכניזם דואלי ממסבך3.4.8

 33        מומנטם שווי כוחות בפאה וקווי3.5
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 face force      33 כוח בפאה 3.5.1

 34   קשר בין כוחות במסבך ומהירויות יחסיות במכניזם הדואלי3.5.2

 35        שווי מומנטם קווי3.5.3

 37          סיכום הפרק3.6

 

  reciprocal             38קשר בין דואליות של מסבכים ומכניזמים לדיאגראמת : 4פרק 

 38      זרימההם  תקציר הפרק על פי תרשי4.1

 reciprocal   40 ת דיאגראמאמצעות קבלת מכניזם דואלי למסבך ב4.2

 באמצעות דואלי למסבך המכניזם ה ת שלבי בניי4.2.1

 reciprocal      40דיאגרמת           

  אמצעותדואלי למסבך בהלקבלת מכניזם  1 דוגמה 4.2.2

 reciprocal      40דיאגרמת           

 ת אמצעודואלי למסבך בה לקבלת מכניזם 2גמה  דו4.2.3

 reciprocal      43דיאגראמת           

 reciprocal   45 תדואלי למכניזם באמצעות דיאגרמה קבלת מסבך 4.3

 דואלי למכניזם באמצעות המסבך ה  שלבי בניית4.3.1

 reciprocal      45דיאגרמת           

 למכניזם באמצעות  דואלי הלקבלת מסבך  1 דוגמה 4.3.2

 reciprocal      46 תדיאגראמ          

 ת אמצעודואלי למכניזם בה לקבלת מסבך 2 דוגמה 4.3.3

 reciprocal      49דיאגראמת           

 51          סיכום הפרק4.4

 

 52                   והדואליותParallel drawing: 5פרק 

 52      הזרימה תקציר הפרק על פי תרשים 5.1

5.2 parallel drawing        54 

 parallel drawing    55-ה שלבי הבנייה של 5.2.1

 parallel drawing    56-ה דוגמה לבנייה של 5.2.2

 58    מהירויותה ובבואת  parallel drawing-ה הקשר בין 5.3

 parallel drawing    59 -ה וreciprocal-ה הקשר בין דיאגרמת 5.4

 61    לדואליות בין מסבכים ומכניזמים parallel drawing-הקשר בין  ה5.5

5.6 parallel drawingמבני ו Assur       62 

 63           סיכום הפרק5.7

 

 



 v 
 

 

 64                      מכניזם דואלי למסבך לא מישורי: 6פרק 

 64     והדואליות בין מסבכים ומכניזמיםBow's notation שיטת 6.1

 Bow's notation      64 שיטת 6.1.1

    דואלי למסבך לא מישורי ה שיטה לקבלת מכניזם 6.1.2

 Bow's notation       64באמצעות           

    דואלי למסבך לא מישורי ה דוגמה לקבלת מכניזם 6.1.3

 Bow's notation       66באמצעות           

 67    א מישוריים הרחבת שיטת הכוח בפאה במכניזמים ל6.2

 

  דואליות בסיסם על מי ומכניזspillar systemדואליות בין : 7פרק 

 PLGR              69 וגרף פוטנציאלים קווי FLGRבין גרף זרימות קווי 

 69      זרימהה הפרק על פי תרשים תקציר 7.1

 71      באמצעותוpillar system-ה גרף זרימות קווי וייצוג 7.2

 Flow Line Graph Representation   71 זרימות קווי  גרף7.2.1

 71    באמצעות גרף זרימות קוויpillar system-ה ייצוג 7.2.2

 pillar system   71-קווי להזרימות ה גרף  שלבי בניית7.2.3

 pillar system 72-קווי להזרימות ה גרף ת דוגמה לבניית טופולוגי7.2.4

 72     וג מכניזם באמצעותו גרף פוטנציאלים קווי וייצ7.3

 Potential Line Graph Representation  72  גרף פוטנציאלים קווי7.3.1

 72     ייצוג מכניזם באמצעות גרף פוטנציאלים קווי7.3.2

 73    קווי למכניזםהפוטנציאלים ה גרף  שלבי בניית7.3.3

 73  קווי למכניזםהפוטנציאלים ה גרף  דוגמה לבניית טופולוגית7.3.4

    דואליות הם על בסיס מי ומכניזpillar systems-הדואליות בין ה 7.4

 73      בין גרף זרימות קווי וגרף פוטנציאלים קווי       

 73   גרף פוטנציאלים קוויו דואליות בין גרף זרימות קווי 7.4.1

 74    םמי ומכניזpillar systems-ה דואליות בין 7.4.2

 pillar system      74-פאה ו כוח ב7.4.3

 pillar systems  75-ם ומימכניזין לים נוספים בא קשרים דו7.4.4

 75    ממכניזם  דואליpillar system שלבים לבניית 7.4.5

 76    ממכניזם דואלי  pillar system בניית דוגמה ל7.4.6

 77          סיכום הפרק7.5

 

 78                   הדואליות בין מושגים בקינמטיקה וסטטיק: 8פרק 

 78      זרימהה הפרק על פי תרשים תקציר 8.1
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 80   סיבוב רגעיים במערכת קינמטיתהידועה למציאת מרכזישיטה סקירת ה 8.2

 80      שלבים למציאת מרכזי סיבוב רגעיים8.2.1

 80      סיבוב רגעייםדוגמה למציאת מרכזי 8.2.2

 83    מומנטה שווי םקוויועיים רגהסיבוב הדואליות בין מרכזי ה 8.3

 84      מומנט במערכת סטטית שווי שיטה למציאת קווים  8.4

 84      שווי מומנטם שלבים למציאת קווי8.4.1

 pillar system   84- שווי מומנט בםמציאת קווידוגמה ל 8.4.2

 86          סיכום הפרק8.5

 

 ט מומנקו שווה תלת מימדי לפרוש גיאומטרי : 9פרק 

 87               )ר בקינמטיקה"מסדואלי של (

 87      זרימהה הפרק על פי תרשים תקציר 9.1

 89  מרחביהפאון היטל ה לבדיקת נכונותו של cross-section תשיטסקירת ה 9.2

 cross-section     89-ה יית  שלבי בנ9.2.1

 cross-section      91-ה דוגמה לבניית 9.2.2 

 94     מומנטם שווי וקוויcross-sectionדיאגרמת  זהות בין 9.3
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 עמוד          איור' סמ

 6     2תרשים זרימה של הנושאים שיוצגו בפרק : 2.1איור 
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  שנבנה במסבך ללא סמכים וכוחות שמתקבלים אדרטטרתיאור ה: 2.15איור 
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 53     5תרשים זרימה של הנושאים שיוצגו בפרק : 5.1איור 
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 90      שלא סמוכות0- וIVמציאת קו חיתוך בין פאות : 9.3איור 
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 שלא קו אלא נקודה מפרידה, IV- וIבדיקה שקו חיתוך בין פאות : 9.5איור 
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 הקדמה 1.1

 

בעבודתו . James Clerk Maxwell,  על ידי מדען1864-התגלה לראשונה ב  של דואליות נושאה

הוא השתמש בכלים מגיאומטריה מרחבית על מנת להוכיח מספר משפטים חשובים שעליהם התבססו 

 מסבך ללא ,למבנה עם פאות סגורות המכונה בתזה, המשפט הראשון טוען כי. מחקרים רבים בעתיד

ניתן לבנות לפי חוקי גיאומטריה מסוימים ,  בכל המוטות(self-stress) מאמץ עצמישפועל בו , סמכים

המבנה המיוחד הזה דואלי למסבך ומתאר את . reciprocal (Maxwell, 1864)מבנה מיוחד שנקרא 

אם למסבך ללא ש, הוא הוכיח גם את הצד הנגדי של המשפט. (Cremona, 1890)דיאגרמת הכוחות שלו 

 .  אזי בכל המוטות שלו פועל מאמץ עצמיreciprocalסמכים קיים 

 וגוף גיאומטרי מרחבי המכונה reciprocalכמה שנים לאחר מכן הוא גילה שיש קשר בין דיאגרמת 

אם מסבך ללא סמכים הוא היטל ,  סיכם את הקשר הזה במשפט שטוען כיMaxwell .(polyhedron) פאון

למשפט הזה הוא הניח אך לא הוכיח . reciprocal (Maxwell, 1872) אזי ניתן לבנות לו של פאון מרחבי

 אזי הוא היטל של פאון reciprocalאם למסבך ללא סמכים קיים , את הנכונות של הצד הנגדי שטוען כי

היטל של פאון , ניתן לסכם את שני המשפטים האלה למשפט אחד שטוען כי, בהנחה שזה נכון. מרחבי

חבי זהו מסבך ללא סמכים שפועל בו מאמץ עצמי והכוחות במוטות פרופורציוניים לאורכים של קווים מר

 . פאון דואלי שהוא היטל של גוף מרחבי אחר שנקרא reciprocal-המתאימים ב

שפיתחו הצגה , 19-דואליות אלגברית התגלתה על ידי עבודה של שני מתמטיקאים במאה ה

 או Grassmann Cayley algebra (Grassmann, 1844)קראה על שמם לגיאומטריה פרויקטיבית שנ

(Cayley, 1889-1898)קבוצה של מדענים הציגו צורה נוחה וקלה יותר להצגה זו 70- ובשנות ה 

(Doubilet et.al.,1974) . היא מבוססת על שתי פעולות אלגבריות שנקראותmeetו -join , כאשר פעולת

meetגורמים ופעולת  מייצגת חיתוך בין שני joinהתגלה שהפעולות האלו דואליות.  מייצגת איחוד . 

לאחר שפיתח תיאוריה שנקראת  Robert Stawell Ball 1876- בגילהסוג נוסף של דואליות 

 ,Waldron (Waldron, 1969) שמאוחר יותר הורחבה על ידי (Ball, 1900)תיאורית הבורג 

 Hunt (Hunt, 1978) ,Roth (Roth, 1984)התיאוריה הזו מתבססת על שני משפטים ידועים . ועוד .

ניתן לתאר אותה על ידי תנועה סיבובית סביב , המשפט הראשון מתייחס לתנועה של גוף קשיח וטוען כי

ותנועת החלקה לאורך אותו ציר  (instantaneous screw axis) ציר הבורג הרגעיציר מסוים שנקרא 

(Chasles, 1830) .ועה סיבובית סביב הציר הבורג הרגעי ותנועת החלקה לאורכו נקראת המערכת של תנ

Twist .כל מערכת כוחות הפועלים על גוף , המשפט השני מתייחס לכוחות הפועלים על גוף קשיח וטוען כי

 וצמד כוחות (screw axis) ציר הבורגניתן לתאר על ידי כוח אחד הפועל לאורך ציר מסוים שנקרא 

המערכת של כוח לאורך ציר הבורג וצמד במישור הניצב . (Poinsot, 1806) יצב לובמישור הנ) מומנט(

צירים  נקראים Wrench וציר הבורג של מערכת Twistציר הבורג הרגעי של מערכת . Wrenchנקראת 
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 Twist שפועל על גוף קשיח אינו יוצר עבודה בזמן שגוף מבצע Wrenchאם , (reciprocal screws)הופכיים 

 . (Fang and Tsai, 2004)רגעי 

 להתעניינות רבה מצד של קבוצת 1979- בתחום הדואליות זכתה מחדש בMaxwellעבודתו של 

 Walter בקנדה וצרפת וביניהם (structural topology group)מתמטיקאים ומהנדסי ארכיטקטורה 

Whiteley ,Henry Crapo ,Janos Baracsא של טופולוגיה מבניתקבוצה זו אף הוציא ירחון בנוש.  ועוד .

 גילו שניתן להתבונן על Crapo- וWhiteley, לדוגמה. Maxwellהם שהמשיכו והרחיבו את העבודה של 

פעם אחת ניתן להסתכל על השלד של הצלעות והקודקודים שלו כעל מערכת . פאון מרחבי בשני אופנים

הפאות והצלעות שלו כעל מערכת ופעם שנייה על ) מסבך ללא סמכים(סטטית שבנויה ממוטות ומפרקים 

. (Crapo and Whiteley, 1982)קינמטית רגעית שבנויה מלוחות וצירים סיבוביים המקשרים ביניהן 

 השתמש בהצגת שתי המערכות בעזרת כלים Whiteleyמסתבר שהמערכות האלו דואליות ולצורך הוכחה 

בניגוד לדואליות . Grassmann Cayley algebra (Whiteley, 1982)-הידועים מגיאומטריה פרויקטיבית ו

מדובר כאן על הדואליות בין מערכת ,  שבה מתואר קשר בין שתי מערכות סטטיות מישוריותMaxwellשל 

 התבסס על ההצגה של מערכת Whiteley, יתרה מזאת. סטטית מישורית ומערכת קינמטית תלת מימדית

ת גם כדי להוכיח את הצד הנגדי של המשפט השני העשויה מלוחות וצירים על ידי גיאומטריה פרויקטיבי

 אזי הוא היטל של פאון מרחבי , reciprocalאם למסבך ללא סמכים קיים , שטוען כי, Maxwellשל 

(Whiteley, 1982) . מהדואליות בין מסבך ללא סמכים ומערכת שבנויה מלוחות וצירים מקבלים כי כוחות

מכאן נובע קשר בין סוגי הכוחות . ת רגעיות במערכת השנייההפועלים במערכת הראשונה דואלים לתנועו

ולסוג ) קעורה/קמורה(לזווית פנימית בין מישורים בפאון ) מתיחה/לחיצה(הפועלים במסבך ללא סמכים 

 ).חיצונית/פנימית(הצלע בהיטל 

 כי למסבך ללא סמכים שפועל בו מאמץ עצמי בכל המוטות Whiteleyדווח לראשונה , 1986-ב

זוהי דיאגרמה שמציגה . parallel drawing (Whiteley, 1986) לבנות מערכת קינמטית המכונה ניתן

התברר שדיאגרמה זו . מהירויות קוויות יחסיות ומוחלטות של המוטות ומפרקים במבנה בהתאמה

הפעם מדובר על דואליות בין מערכת סטטית . Maxwell (Whiteley, 1986) של reciprocal-דואלית ל

 . כת קינמטית מישוריתומער

שכל הסוגים של הדואליות שפורטו לעייל מטפלים בקבוצת מבנים , בתזה מדווח לראשונה

 זה שהוא המבנה הפשוט ביותר שלא Assurמה שמאפיין את המבנה . Assurמבנים מיוחדים המכונים 

 . (Assur, 1952)ניתן לפירוק 

סיס הדואליות מתורת הגרפים וקשר בין דווח על ב, באופן בלתי תלוי למחקרים שהוצגו קודם

בעבודה זו מייצגים . (Shai, 2001a)ייצוגים גרפים שונים על קיום קשר דואלי בין מסבכים ומכניזמים 

מסבך ומכניזם על ידי ייצוג גרפי מתאים ועל סמך הדואליות בין הייצוגים הגרפים מקבלים קשר דואלי בין 

 מסבכים למכניזמים מקבלים שכוחות הפועלים במסבך דואלים מהדואליות בין. שתי המערכות המכניות

על בסיס הדואליות הזו התגלו ודווחו לאחרונה , יתרה מזאת. למהירויות קוויות יחסיות של המכניזם

כוח בפאה זהו משתנה שמוגדר בכל . בספרות שני משתנים חדשים המכונים כוח בפאה וקו שווה מומנט

, קו שווה מומנט, משתנה נוסף. ת קווית של צומת מתאימה במכניזםפאה במסבך והוא דואלי למהירו

שמוגדר לכל זוג כוחות בפאות הפועלים במסבך והוא דואלי למרכז סיבוב רגעי שמוגדר לכל זוג חוליות 

 . במכניזם
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 ומכניזם וגם בין רובוט pillar systemקשרים דואלים נוספים בין מערכת סטטית שנקראת 

הכל על בסיס , (Davidson and Hunt, 2004)ורובוט טורי ) platform Stewartלדוגמה (מקבילי 

להבדיל מהדואליות בין מסבכים . (Shai, 2003) 2003-דווחו ב, הדואליות בין הייצוגים  הגרפים

 . הפעם  כוחות דואלים למהירויות זוויתיות יחסיות ומומנטים למהירויות קוויות יחסיות, למכניזמים

  

 שיים בסוגי הדואליות שוניםשימושים מע 1.2

 

.  ישנם גם שימושים מעשיים בסוגים השונים של דואליותםנראה שמלבד למחקרים תיאורטייכעת 

 הנדסה, חשוב לציין שבשנים אחרונות נושא של דואליות נכנס למגוון רחב של תחומים כגון

(Shai, 2001a) , ארכיטקטורה(Kurmann, 1998) , רפואה(Perry and Arbiser, 2006) ,ביולוגיה 

(Oba et al., 1999)וזאת כי היא מאפשרת לקחת מערכת בתחום אחד להעביר אותה לתחום אחר ,  ועוד

נציג מספר עבודות . וכך לגלות מושגים ומשפטים חדשים ולהשתמש בהם לפיתוח שיטות חדשות

 . שהתבססו על סוגי הדואליות שונים

 

 מצעות עקרון הדואליות בתורת הגרפיםמציאת מצבים מתים של מכניזמים בא 21..1

 הטופולוגים של (dead centers) המצבים המתים פותחו שתי שיטות חדשות למציאת כל 2005-ב

 Shai)המבוססות על עקרון הדואליות בין מסבכים ומכניזמים שהתקבל מתורת הגרפים , מכניזם כלשהו

and Polansky, 2005) . מהדואליות בתורת הגרפים . הצמתיםהשיטה הראשונה נקראת שיטת תזוזות

כאשר כוח במוט במסבך מתאים למהירות , התקבל שלכל מסבך מסוים סטטי קיים מכניזם דואלי ולהיפך

. 3.4פרוט על דואליות זו ניתן לקרוא בסעיף . (Shai,2001a)יחסית של חוליה המתאימה במכניזם הדואלי 

 תזוזות צמתי המסבך והכוחות הנוצרים במכניזם על בסיס התשתית מתורת הגרפים התגלה קשר חדש בין

 שיטת פותחה, מכאן  .תקוע הוא כאשר ,התשובה היא? כוחות במכניזם יש מתי, נשאלת שאלה. הדואלי

יש  בהן ,המכניזם של הקונפיגורציות את מאתרת הדואלי במסבך תזוזות בסיס שעל, הצמתים תזוזת

השיטה הזו היא הרחבה של . נקראת שיטת הכוח בפאה השיטה השנייה .מת במצב הוא ,דהיינו ,כוחות

מאפשרת לאפיין גיאומטרית את הגורמים או , וכן, השיטה הראשונה והיא יעילה למציאת המצבים המתים

התגלה  (face force) כוח בפאהמשתנה . המצב הגיאומטרי של החוליות שגרם למכניזם להיות במצב מת

ניזמים והוא מתאים למהירות קווית של הצומת המתאימה מחקירת קשר הדואליות בין מסבכים למכ

מכניזם במצב מת מתנהג כמסבך ולכן גם בפאות שלו קיימים , מצד שני. (Shai, 2002)במכניזם הדואלי 

 .     כוחות ששקולים לתזוזות של הצמתים המתאימים במסבך הדואלי

 

 reciprocal- באמצעות עקרון הםים של מכניזמים מישוריים מקביליימצבים סינגולרמציאת  21..2

 שיטה חדשה המאפשרת לזהות ולעקוב אחרי Amir Degani- וAlon Wolf פותחה על ידי 2006-ב

 (Planar Parallel Manipulators - PPMs) מכניזמים מישוריים מקביליםמצבים סינגולריים של 

(Wolf and Degani, 2006) .בקונפיגורציה הזו מכניזם . כניזםבכמה מילים נגדיר מהו מצב סינגולרי של מ

כאשר מכניזם , באופן מעשי. (Hunt, 1983)נוטה לאבד את קשיחותו בעוד שמקבל דרגת חופש נוספת 

 המופעלת (wrench)המבנה אינו יכול להתנגד ולאזן את מערכת הכוחות , נמצא בקונפיגורציה סינגולרית

 שמציגה את Maxwell מבוססת על תיאוריה של השיטה הזו. לכן הוא עלול לקרוס, על הפלטפורמה הנעה
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הם השתמשו בכלים . reciprocalהדואליות בין מסבכים ללא סמכים שפועל בהם מאמץ עצמי ודיאגרמת 

 Mechanism's Line) גרף פעולה של מכניזםמגיאומטריה פרויקטיבית כדי לבנות מבנה גרפי חדש שנקרא 

of action - MLG) .MLGיתן ליישם את תיאורית ה זהו כלי שבעזרתו נ-reciprocal של Maxwell על 

אזי , אם כן, reciprocal המתאים למכניזם ניתן לבנות דיאגרמת MLG-השיטה בודקת האם ל. מכניזמים

 . המכניזם הזה במצב סינגולרי

  

  באמצעות עקרון הדואליות בין מסבכים ומכניזמים האם מסבך הוא היטל של פאון מרחביבדיקה 21..3

 חקירת הדואליות בין מסבכים למכניזמים התגלה משתנה חדש שנקרא קו שווה מומנטמ

(Shai, 2001a) .המבוססת על תכונותיו הפיזיקליות ופירושו הגיאומטרי של , בתזה הזו פותחה שיטה

 כל קווי מציאת. 9)פרק (המאפשרת לבדוק האם מסבך ללא סמכים הוא היטל של פאון מרחבי , משתנה זה

שלושת קווי שווי , האומר כי לכל שלוש כוחות, שמקיימים את משפט קנדי הדואליבמסבך ומנט שווי המ

אם המסבך יציב ניתן להפעיל בו . קובעת שהמסבך יציב, יחסיים חייבים להיפגש בנקודה אחתהמומנט ה

 .   הוא היטל של פאון מרחביMaxwellמאמץ עצמי ולפי תיאורית 

  

 מטרת המחקר 1.3

 

ה הזו הייתה לחקור סוגים שונים של דואליות והקשרן לדואליות מבוססת עבודהמטרה של ה

אזי , במידה ויש קשר. ואם לא מה ההבדל,  לראות אם יש קשר בין השיטות-המטרה. תורת הגרפים

גם להרחיב את הדואליות , על בסיס הראייה הכוללת. להעביר ידע בין שיטות וידע שפותח באחת לשנייה

, קינמטיקה, סטטיקה: כיוון שהדואליות שדווחו עוסקות בתחומים הכוללים. םעל בסיס תורת הגרפי

לאפשר הבנה מעמיקה יותר של , אזי באמצעות הראיה המוכללת שמתקבלת במחקר, פאונים ועוד

 . הנושאים אלו וכן יכולת להעביר ידע בין התחומים
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 2פרק 

 ליותפאון ודואהיטל של כ Maxwellדיאגרמת 

 
 לחקור סוגים שונים של דואליות ולהשוות אותם מול הדואליות המבוססת על תורת  הייתה המטרה של התזה

דיאגרמת לבין בפרק הזה נציג קשר דואלי בין מסבך ללא סמכים שבכל המוטות שלו פועל מאמץ עצמי . הגרפים
הוא היטל של צורה ,  מאמץ עצמישפועל עליו, נראה שהמסבך ללא סמכים. reciprocalהכוחות שלו המכונה 

על ,  בפרקכפי שמדווח, התגלה.  שלו הוא היטל של פאון דואליreciprocal-גיאומטרית מרחבית המכונה פאון וה
 .      Assur המכונים מבני יםמיוחד  וקבוצה של מבניםreciprocal קשר בין של קיומו

 

  תקציר הפרק על פי תרשים הזרימה2.1

 

הפרק מחולק לשלושה . 2הנושאים שיוצגו במהלך פרק  המתאר את תרשים זרימה לראותניתן  2.1באיור 

 :שלבים עיקריים שיפורטו כעת

 :reciprocalהפיכת מסבך עם כוחות חיצוניים למסבך ללא סמכים וקבלת : 'אשלב 

 .  הפיכת כל הכוחות החיצוניים והריאקציות למוטות מחוברים לאדמה1.א

 .ים הנייחים על ידי מוטות לקבלת בסיס קשיח חיבור בין כל הסמכ2.א

 .  הורדת  הסמכים וקבלת מבנה שבכל המוטות שלו פועל מאמץ עצמי3.א

 הוא מבנה דואלי למבנה reciprocal-ה. reciprocalכעת ניתן לבנות למבנה דיאגרמת כוחות שנקראת 

פאה במבנה המקורי לכל , reciprocal-לכל מוט במבנה המקורי מתאים מוט ב, דהיינו, המקורי

  .  ולהפךreciprocal-מתאים צומת ב

בכל המוטות שלו פועל מאמץ עצמי וקבוצת מבנים מיוחדים שנקראים שתיאור הקשר בין מבנה : 'שלב ב

 :כאשר הם מופיעים באחד משני המצבים הבאים, Assurמבני 

2v2eהמבנה שהיחס בין מספר הצמתים והקשתות הוא ). 1   . מכווץAssurמתאים למבנה , =⋅−

3v2e המבנה שהיחס בין הצמתים והקשתות הוא). 2   .  סינגולריAssurמתאים למבנה , =⋅−

 . חשוב לציין שניתן תמיד לעבור ממבנה אחד לאחר ולהפך*

. א פאון כדוריתיאור הקשר בין מבנה בעל גרף מישורי שפועל בו מאמץ עצמי לבין גוף מרחבי הנקר: 'שלב ג

 .נראה שהשני הוא היטל של פאון דואלי,  שלוreciprocal-על בסיס הדואליות בין מבנה וה
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 2תרשים זרימה של הנושאים שיוצגו בפרק : 12.איור 
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 ) Maxwell) reciprocal תמדיאגר 2.2

 
ם במסבך פועל מאמץ עצמי על ידי כי ניתן לקבוע א,  גילהJames Clerk Maxwell המדען הנודע 1864-ב

 והיא מתארת את תמונת reciprocalנקראת   זוהדיאגרמ. (Maxwell, 1864)בניית דיאגרמה מתאימה 

 שלו reciprocal-מסבך ו. (Cremona, 1890) בשיווי משקל רהכוחות שניתן להפעיל במסבך כך שהוא יישא

אם נחליף את הקווים של . reciprocal figures) (Maxwell, 1864)(נקראים בספרות צורות הופכיות 

reciprocalל. נקבל מבנה שדואלי למסבך המקורי,  במוטות וצמתים במפרקים-reciprocal יש את התכונה 

, אם נעשה לאחרון הופכי נקבל את המסבך המקורי, r(T) שלו reciprocal- וT מסבך ןשבהינת, המעניינת

 .r(r(T))=T, דהיינו

 

 מאמץ עצמי למסבך שפועל בו reciprocal בנייה של 12.2.

כגון , להלן מספר הגדרות המופיעות בכל ספר בסיסי בתורת הגרפים, reciprocal-לפני שניגש לנושא ה

(Swamy and Thulasiraman, 1981)שיעשה בהן שימוש בפרק זה  . 

 ניתן להגיע לכל  iזאת אומרת שמכל צומת, אם כל זוג צמתים בגרף מחובר במסלול קשתות: 12.הגדרה 

 .(connected graph) גרף קשירהגרף נקרא ,  באמצעות הקשתות הקיימות בגרףjצומת 

 בין שניתן לשרטט אותו על מישור כך שאין חיתוך V,E=(G(קשיר  גרף אהו גרף מישורי :2.2הגדרה 

 .קשתות

רף עדיין נשאר  הוא גרף מישורי שבהסרת כל צומת ממנו הג קשיר צמתים2גרף מישורי  :3.2הגדרה 

 .אולם כל הורדת שני צמתים או יותר פוגעת בקשירות הגרף, קשיר

הוא גרף מישורי שבהסרת כל שתי קשתות או פחות ממנו הגרף :  קשיר קשתות3גרף מישורי  :4.2הגדרה 

 .אולם הסרת שלוש קשתות או יותר פוגעת בקשירות הגרף , עדיין נשאר קשיר

, ריאקציות וסמכים, ם הבנויים מפאות סגורות ללא כוח חיצוני מטפלת במסבכיMaxwellדיאגרמת 

 (frameworks) מסגרות מכנה מבנים אלו בשם Maxwell. מסבכים שפועל בהם מאמץ עצמי, דהיינו

(Maxwell, 1864) , הגרף המתאים להם הוא גרף . מסבכים ללא סמכיםואילו בתזה מבנים אלו נקראים

 . קשתות קשיר 3- קשיר צמתים ו2, מישורי

 : ניתן לחלק את המסבכים הללו לשלוש קבוצות

 :הגרף המתאים להם מקיים את המשוואה הבאה. קבוצה של מסבכים בעלי יתירות סטטית אחת .1

                                                       (2.1)2v2e −⋅= 

e-מספר הקשתות בגרף . 

v-מספר הצמתים . 

 . reciprocalאלו בכל מצב כללי ניתן לבנות את דיאגרמת למסבכים 

 :הגרף המתאים למסבכים אלה מקיים. קבוצה של מסבכים מסוימים סטטית .2

                                                       (2.2)3v2e −⋅= 

 . הם נמצאים במצב מיוחד אך ורק כאשר reciprocalאלה מסבכים שניתן לבנות להם דיאגרמת 



 8 
 

 

 mבמקרה וקיים מבנה בעל יתירות . קבוצה של מסבכים בעלי יתירות סטטית גדולה מאחת .3

( )1m אם , כלומר.  תנאים−1m יש צורך להגדיר לו reciprocalעל מנת לבנות לו דיאגרמת , <

 מתאים צריך להגדיר לו תנאי reciprocalאזי על מנת לבנות , טי פעמייםהמסבך הוא יתר סט

 . אחד

 .  בהמשך הפרק נפרט על הקבוצות האלו ונציג את הדוגמאות המתאימות

,  מציגים את גודל הכוחות הפועלים במסבך זהreciprocal תקווים של דיאגראמ, עבור מסבך מישורי

 . כשהוא נמצא בשיווי משקל

 

  Assur ומבני  reciprocalרמת דיאג 2.22.

2v2eבסעיף זה נראה שאם מבנה נתון מקיים  3v2e או =⋅−  וניתן לבנות לו  דיאגרמת =⋅−

reciprocal ,אזי גם המבנה וגם ה-reciprocal שייכים לקבוצה של מבנים מיוחדים הנקראים מבני Assur 

(Assur, 1952) .מבני , יתרה מזאתAssur אלו נמצאים במצב מיוחד או במצב ממנו ניתן לקבל את המצב 

 : לפני כן נציג מספר הגדרות. הזה כפי שנפרט בהמשך

) מוגדרות כמבנים מסוימים סטטית Assurקבוצות  : 5.2הגדרה  )3v2e  שלא ניתנים לפירוק לתת =⋅−

 . מבנים מסוימים סטטית אחרים

 . אחת בלבדAssurמורכב מקבוצת ההוא מבנה  Assurמבנה : 6.2הגדרה 

ולעומת . Assurאשר לא ניתן לפרק אותו לתת מבנים ולכן הוא מבנה ,  מתואר מבנה(a) 2.2באיור , לדוגמה

 4- ו3 ומוטות 2- ו1מוטות , כי ניתן לחלקו לשני תת מבנים, Assur מתואר מבנה שאינו (b) 2.2 באיורזאת 

 .שנקראים דיאדות

 

 

 

 

 

 

(a)                                                                                  (b) 

 Assur ומבנה שאינו Assur דוגמה למבנה :22.איור 
  (a)  מבנהAssur-לתת מבניםו לא ניתן לפרק  .(b) שאינו  מבנהAssur-דיאדות( לשני תתי מבנים וניתן לפרק.( 

 

 אלה מבנים שהתקבלו לאחר כיווץ כל )contracted Assur structure(צים   מכווssurA  מבני: 7.2הגדרה 

)מבנים אלו הם בעלי פאות סגורות ויתירות אחת . צמתי האדמה לצומת אחד )2v2e כלומר ניתן , =⋅−

, O1, לו מתואר מבנה שלאחר כיווץ שלושת הצמתים ש(a) 2.3באיור , לדוגמה. להפעיל בהם מאמץ עצמי

O2 ו-O3 , 2.3באיור מתקבל המבנה המתואר (b). 
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(a)                                                                   (b) 

  מקורי ממנו הוא התקבלAssur מכווץ ומבנה  Assurדוגמה למבנה  : 32.איור 

)a(   מבנהAssurמכווץ  .(b)  מבנה Assurבל המבנה המכווץ מקורי ממנו התק. 
 

.  לשלוש קבוצות עיקריותreciprocalניתן לחלק מבנים שקיימת להם דיאגרמת , כאמור בסעיף הקודם

2v2e, כיוון שרק שתי קבוצות מתוך שלוש 3v2e- ו=⋅−  . נדבר עליהן, Assurקבוצות , =⋅−

2v2eכל מבנה המקיים , 2.7לפי הגדרה  זהו מקרה , לפי הסעיף הקודם.  מכווץAssur הוא מבנה =⋅−

3v2eלעומת זאת למבנים המקיימים .  מתאיםreciprocalשלכל מצב כללי שלו ניתן לבנות   ניתן =⋅−

שהמבנים , בדוגמה הבאה נראה.  אך ורק כאשר הם נמצאים במצבם המיוחדreciprocalלבנות דיאגרמת 

 מתואר מבנה המקיים (a) 2.4 באיור.  שניתן להפוך אותם למצב המכווץAssurהם מבני האלו 

3v2e  נפגשים בנקודה אחת 3- ו2, 1כלומר המשכי הקווים ,  במצבו הסינגולריAssurשהוא מבנה  , =⋅−

O . 2.4באיור כמתואר , 3- ו2, 1נהפוך את כיוונם של הקווים (b) . ראה, 3- ו2, 1הקווים וכעת נחבר בין 

 . מכווצתAssurהתוצאה שמתקבלת היא קבוצת  . (c) 2.4 איור

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

(a)                                                (b)                                                  (c) 
 

  מכווץAssur במצב סינגולרי למבנה Assurהפיכת מבנה : 42.איור 

(a)  מבנה Assurנפגשים בנקודה אחת3- ו2, 1כיוון שהמשכי הקווים ,  במצב סינגולרי  .(b) מבנה Assur 

 .  מכווץAssur מבנה (c). 3- ו2, 1שהתקבל לאחר שהפכנו את כיוון הקווים 

 

2v2eניתן להגיד שאם מבנה מקיים , לסיכום 3v2e או =⋅− נות לו דיאגרמת וניתן לב=⋅−

reciprocal ,אז גם  הוא וגם דיאגרמת ה-reciprocal שלו יהיו קבוצות Assur במצב המכווץ או במצב 

 . שממנו ניתן לקבל את המצב המכווץ
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 reciprocal-הבניה של ה שלבי 3.2.2

את , נסמן את כל המוטות של המסבך במספרים: צמתים ופאות של המסבך, סימון מוטות). א

 .ם   באותיות גדולות ואת הפאות בספרות רומיותהצמתי

את גודל ) במידה ולא נתון(נקבע באופן שרירותי : reciprocal-קביעת גודלו של הקו הראשון ב). ב

שקבע את קנה , reciprocal-בשלב זה נגדיר את הקו הראשון ב. הכוח הפועל באחד המוטות

 .ושאר הקווים יתקבלו בהתאם, המידה

כיוון שידוע , עדיף להתחיל בצומת מדרגה שלוש במסבך: מת הראשון לטיפולקביעת הצו). ג

שאם קיימים שלושה כוחות הפועלים בצומת וידוע גודלו ושיפועו של אחד הכוחות , המסטטיק

 reciprocal-ב. אזי ניתן לחשב גם את גודל השניים האחרים, וכן שיפועים של שניים נוספים

ד הקווים שלה מוגדרים גם גודל וגם שיפוע ולשניים שלאח, הצומת תתאים לפאת משולש

 . ניתן למצוא גם את גודלם, משמע, הנוספים מוגדרים השיפועים

צומת מסוג חץ שבו רק אחת מהזוויות בין הקשתות , ישנם שני סוגים של צמתים מדרגה שלוש

-ת קטנות מ שבו כל הזוויות בין הקשתוY וצומת מסוג (a) 2.5באיור כמתואר , 180o-גדולה מ

180o , 2.5איור ראה (b) .הקשתות ב-עבור צומת חץ -reciprocalדהיינו,  מסודרות בסדר הפוך ,

 ניתן (c) 2.5באיור . CW- אז הקשתות האלו יהיו מסודרות בCCW הם 3, 2, 1אם במקרה זה 

באיור כמתואר ,  יתקבל אותו כיווןYבצומת .  המתאימה לצומת חץreciprocal-לראות פאה ב

2.5 (d) . 

  קווים n במסבך משרטטים פאה בעלת nעבור צומת מדרגה : reciprocal-בניית פאה ב). ד

 .reciprocal-כך שהמוטות במסבך יהיו מקבילים לקווים המתאימים ב, reciprocal-ב

נבדוק שכל המוטות שיוצרים פאה : reciprocal-בדיקה שכל פאה במסבך מתאימה לצומת ב). ה

 . reciprocal-קווים הפוגשים את הצומת המתאים בבמסבך מתאימים ל

 וזאת בתנאי , nהצומת הבא במסבך שנטפל בה תהיה מדרגה : קביעת סדר צמתים לטיפול). ו

2n מוגדרים לפחות reciprocal-שב  .  הקווים המתאימים למוטות שפוגשים צומת זה−

 . 'נחזור לשלב ד).  ז

 .ר עוברים על כל הצמתים במבנההאלגוריתם נעצר כאש

 

 

 

 

                                  

  (a)                                          (b)                              (c)                                   (d)                                                 

 reciprocal- צמתים מדרגה שלוש והפאות המתאימות להם בסוגים של: 52.איור 

 (a)שקשתותיו מסודרות בכיוון ,  צומת חץCCW .(b) צומת Y , שקשתותיו מסודרות בכיווןCCW .(c)פאה ב -

reciprocalכאשר הקשתות בה מסודרות בכיוון הפוך לזה של צומת חץ,  המתאימה לצומת חץ במבנה המקורי ,

כאשר הקשתות בה מסודרות ,  במבנה המקוריY המתאימה לצומת reciprocal- פאה בCW .(d)דהיינו כיוון 

 . CCWדהיינו בכיוון , Yבאותו כיוון לזה של צומת 
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 reciprocal-ה דוגמה לבניית 4.2.2

 . מתאיםreciprocal ונבנה לו מאמץ עצמי שפועל בו  (a) 2.6איורב ניקח לדוגמה את המבנה המתואר

 עד 1-יש שישה מוטות שנסמן במספרים מ:  הצמתים והפאות במבנה הנתון,סימון המוטות .א

  IV עדI- וארבע פאות שנסמן בספרות מD עד A-ארבעה צמתים שנסמן באותיות מ, 6

 .) (a) 2.6איור(

נקבע לדוגמה באופן שרירותי את גודל הכוח : reciprocal-קביעת גודלו של הקו הראשון ב .ב

 . reciprocal- ב’6דל קו  אשר מגדיר לנו את גו6במוט 

זהו צומת מדרגה . Bהצומת הראשון שנטפל בו הוא צומת : קביעת הצומת הראשון לטיפול .ג

וגם ידועים שיפועי ) 'הגדרנו אותו בשלב ב( הפוגש אותו 6שידוע גודל הכוח במוט , שלוש

. 5- ו2לכן ניתן למצוא את גדלי הכוחות במוטות .  הפועלים בצומת6- ו5, 2הכוחות במוטות 

שידועים הגודל של אחד הקווים ,  שלושת המוטות מתאימים לפאת משולשreciprocal-ב

 .לכן ניתן למצוא את גדלי שני הקווים הנוספים. ושיפועי שלושת הקווים היוצרים אותה

 פוגשים 6- ו5, 2במסבך שלושת המוטות : B המתאימה לצומת reciprocal-בניית הפאה ב .ד

 2.6איור  (B יוצרים את הפאה '6- ו'5, '2 שלושת הקווים  reciprocal-לכן ב, Bאת הצומת 

(b)(. 

זהו גם צומת מדרגה .  של המבנהCכעת נעבור לטפל בצומת : קביעת הצומת הבא לטיפול .ה

וידועים שיפועי הכוחות ) 'הגדרנו אותו בשלב ג( שפוגש אותו 5שלוש שידוע הכוח במוט 

-ב. 4- ו3תן למצוא גם את גדלי הכוחות במוטות לכן ני.  הפועלים בצומת5- ו4, 3במוטות 

reciprocalשידועים הגודל של אחד הקווים ושיפועי שלושת ,  זה מתאים לפאת משולש

 .לכן ניתן למצוא גם את הגדלים של שני הקווים הנוספים. הקווים היוצרים אותה

 פוגשים 5- ו4, 3במסבך שלושת המוטות : C המתאימה לצומת reciprocal-בניית הפאה ב .ו

  C יוצרים את הפאה '5- ו'4, '3 שלושת הקווים המתאימים reciprocal- ובCאת הצומת 

 .  )(c) 2.6איור (

 5, 4מוטות : reciprocal-  במבנה יוצרות את הצמתים המתאימים בII - וIבדיקה שהפאות  .ז

 reciprocal-לכן ב, II יוצרים את פאה 5-ו,3, 2 במבנה ומוטות I יוצרים את פאה 6-ו

 . בהתאמהII- וI יוצרים את הצמתים ’5- ו’3, ’2  וגם ’6-ו, ’5, ’4הקווים 

 פוגשים 6- ו4  ,1במסבך שלושת המוטות : D המתאימה לצומת reciprocal-בניית הפאה ב .ח

  D יוצרים את הפאה ’6- ו’4, ’1 שלושת הקווים המתאימים reciprocal- ובDאת הצומת 

 .)(d) 2.6איור (

, 1מוטות : reciprocal- במבנה יוצרות את הצמתים המתאימים בIV- וIIIבדיקה שהפאות  .ט

 reciprocal-לכן ב, IV יוצרים את פאה 6- ו2, 1 במבנה ומוטות III יוצרים את פאה 4- ו3

 . בהתאמהIV- וIII יוצרים את הצמתים ’6- ו’2, ’1 וגם ’4- ו’3, ’1הקווים 

 פוגשים 3- ו2  ,1מסבך שלושת המוטות ב: A המתאימה לצומת reciprocal-בניית הפאה ב .י

  A יוצרים את הפאה ’3- ו’2, ’1 שלושת הקווים המתאימים reciprocal- ובAאת הצומת 

 .)(e) 2.6איור (
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 יוצרים 6- ו5, 4מוטות : reciprocal- במבנה יוצרת את הצומת המתאים בIבדיקה שפאה  .יא

 .I יוצרים את הצומת ’6- ו’5, ’4 הקווים reciprocal-לכן ב,  במבנהIאת פאה 

 .(f) 2.6איור  ראה,  המתאימה למבנה הנתוןreciprocalבשלב זה קיבלנו דיאגרמת 

 

 

 

 

 

 

 

(b)                                                                                          )a( 

 

 

 

 

 

 

 

(c) 

 

 

 

 

 

 

       
        (d)                                                                      

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

(f)                                                         (e)    
 

  שפועל בו מאמץ עצמימסבך ללא סמכים לreciprocalדוגמה לבניית דיאגרמת : 2 6.איור

(a)מסבך ללא סמכים  .(b) בניית הפאה Bב -reciprocal המתאימה לצומת Bבמבנה המקורי  .(c) בניית הפאה C 
 (e).  במבנהD המתאימה לצומת reciprocal- בD בניית הפאה (d).  במבנהC המתאימה לצומת reciprocal-ב

 . המתאימה למבנה הנתוןreciprocal דיאגרמת (f).  במבנהA המתאימה לצומת reciprocal- בAבניית הפאה 
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 reciprocal-הות של  התכונות המיוחד  5.22.

 מייצג מספר מוטות eכאשר , e*=eכלומר , reciprocal- מספר מוטות במסבך שווה למספר קווים ב-

 .e=e*=6 -קיבלנו ש 2.1.3 שהוצגה בסעיף בדוגמה. reciprocal- מספר קווים ב*e-במבנה ו

למוטות המתאימים יפוע כלשהו מאונכים או בש,  יכולים להיות מקביליםreciprocal-קווים בה כל -

 יהיו מקבילים למוטות reciprocal-קווים בה אם בחרנו ש,לכן .אולם יש להיות עקביים, במבנה

 .2.2.4בסעיף אזי כל הקווים יהיו מקבילים כפי שהוצג בדוגמה , מתאימים במבנהה

 לכן מספר צמתים . ולהפךreciprocal- קשתות בn לפאה בעלת ם במבנה מתאיn כל צומת מדרגה -

-צמתים במבנה וה מספר vכאשר , *v=fכלומר ,  ולהפךreciprocal-פאות בהבמבנה שווה למספר 

f* פאות בה מספר-reciprocal . קיבלנו ש2.2.4שהצגנו בסעיף בדוגמה - v=f*=4 .כי ,יש לשים לב 

 .reciprocal - בAחיצונית ה לפאה ם במבנה מתאיAצומת ה

 

 חיצוני עליו כוח  למסבך שפועלreciprocal בנייה של 2.3

 
לכן בסעיף , reciprocalקיום הקשר בין הדואליות מסבכים ומכניזמים לבין , אחד הדברים שנחקרו בתזה

ואז לפי סעיף , הבא נראה את המעבר ממסבך עם כוח חיצוני למסבך ללא סמכים שפועל בו מאמץ עצמי

 . מתאימהreciprocal נוכל לבנות לו דיאגרמת 2.2.3

 

  למסבך עם כוח חיצוניreciprocalה של יני שלבי ב13.2.

נהפוך כוח חיצוני וריאקציות בסמכים ניידים למוטות : הפיכת כוח חיצוני וריאקציות למוטות). 1

סמכים .  השיפועים של המוטות יהיו זהים לשיפועים של הכוחות המתאימים. מחוברים לאדמה

 .נייחים נשארים ללא שינוי

 .נחבר בין סמכים נייחים כך שניצור בסיס קשיח: ם לקבלת בסיס קשיחחיבור בין סמכים נייחי). 2

 .נוריד את הסמכים הנייחים: הורדת סמכים נייחים). 3

 מתאים על פי reciprocalשכעת ניתן לבנות לו , מאמץ עצמיקיבלנו מסבך ללא סמכים שפועל בו 

 .2.2.3שלבים שפורטו בסעיף 

 

 ך עם כוח חיצוני למסבreciprocal דוגמה לבניית 23.2.

P שפועל עליו כוח חיצוני(a) 2.7איור ניקח לדוגמה את המסבך המתואר ב
r

. 

Pנהפוך את הכוח החיצוני : הפיכת הכוח החיצוני למוט המחובר לאדמה). א
r

 למוט המחובר 

 D- וBאת הסמכים הנייחים . 3-נסמן את המוט שיתקבל ב. לאדמה שהשיפוע שלו בכיוון הכוח

   .)(b) 2.7איור (נשאיר ללא שינוי 

בדוגמה הנתונה יש שלושה סמכים נייחים : חיבור בין הסמכים הנייחים לקבלת הבסיס הקשיח).  ב

B ,Cו -D 2.7איור (שזוהי הצורה הקשיחה   6, 5, 4 שנחבר ביניהם ונקבל את המשולש (c)(. 

 ).(d) 2.7איור ( D- וB ,Cוריד את הסמכים הנייחים נ: הורדת הסמכים הנייחים). ג

וכעת נוכל לבנות לו ,  (d) 2.7 באיור כמתואר מאמץ עצמיקיבלנו את המסבך ללא סמכים שפועל בו 

reciprocal 2.7באיור . 2.2.3 כפי שמפורט בסעיף (e)מתוארת דיאגרמת ה -reciprocalהמתאימה . 
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)b    ()                                                                                                a( 

 

 

 

 

 

 

 

                                                               

    
          (c)                                                                                          (d)                                      

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

(e) 
 

 להפיכת מסבך עם כוח חיצוני למסבך ללא סמכים עם מאמץ עצמידוגמה : 2 7.איור 

(a) הכוח החיצוניעם המסבך  .(b) שמחובר לאדמה3 המסבך לאחר הפיכת הכוח החיצוני למוט   .(c) המסבך 

 . מאמץ עצמיעם מסבך ללא סמכים (d). 6- ו5, 4לאחר הוספת הבסיס הקשיח שבנוי ממוטות 
 

 reciprocalונים של  מקרים ש2.4

 
, מסבכים בעלי יתירות אחת: ניתן לחלק את כל המסבכים לשלוש קבוצות, כפי שנאמר בתחילת הפרק

ההבדל ביניהם הוא היחס בין מספר . מסבכים מסוימים סטטית ומסבכים בעלי יתירות גדולה מאחת

נוכל לבנות להם ונראה מהם התנאים כדי ש, נציג שלושת המקרים. הצמתים ומספר הפאות במסבך

reciprocalנניח ש.  מתאים-e, fו -vמספר הפאות ומספר הצמתים בהתאמה במבנה ,  אלה מספר הקשתות

. reciprocalמספר הפאות ומספר הצמתים בהתאמה בדיאגרמת ,  מספר הקשתות’v- ו’e’ ,f-ו, המקורי

 :ידוע שמבנה מישורי עם פאות סגורות מקיים את הקשר הבא

                                                          (2.3)2fve −+= 

1 

2 

3 

A 

B 

C 

D 1 

2 

A 

B 

D 

P
r

 

1 

2 

3 

A 

B 

C 

D 5 

6 

4 

1 

2 

3

A 

B 

C 

D 5 

6 

4 

1’ 

6’ 

2’ 

4’ 

5’ 
3’ 

A 

B 
C 

D 

I 

III 
IV 

II 



 15 
 

 

ומספר הקשתות ,  ולהפךreciprocal-כיוון שמספר הצמתים במבנה המקורי שווה למספר פאות ב,  לכן

 : מקיימת את המשוואה הבאהreciprocalדיאגרמת , שווה

                                                           (2.4)2'f'v'e −+=                                                              

fv :1מקרה   . זוהי קבוצה של מסבכים בעלי יתירות אחת.  מספר הצמתים שווה למספר פאות-=

ifvאם  2i2e נראות כך (2.4)- ו(2.3)אזי משוואות , == i2'e'2- ו=⋅− במקרה הזה . =⋅−

עבור כל קונפיגורציה של מבנה מקורי , דהיינו,  מתאימהreciprocalתמיד נוכל לבנות דיאגרמת 

 2.8באיורניקח לדוגמה מבנה בעל ארבע פאות וארבעה צמתים שמתואר . reciprocalנוכל לקבל 

(a)  .דיאגרמת כל הקווים בreciprocal המתאימה מוגדרים ולכן הבנייה היא על פי שלבים 

 של reciprocal  מתוארת דיאגרמת  (b) 2.8באיור .  ללא תנאים נוספים2.2.3שפורטו בסעיף 

 .המבנה הנתון

 

 

 

 

 

                                                                                                                        

(b)                                                                                                                                                                   (a) 
 

 המתאימה reciprocalודיאגרמת , ר צמתים מקרה ראשון של מבנה שבו מספר פאות שווה למספתיאור: 82.איור 
 לו

)a( מבנה בעל ארבע פאות וארבעה צמתים .(b) דיאגרמת reciprocal. 
 

fv : 2מקרה   .אלה מסבכים מסוימים סטטית.  מספר הצמתים גדול ממספר פאות-<

fvאם  מתקיימים במבנה המקורי מספר  אך ורק אם reciprocalניתן לבנות דיאגרמת  , <

)-תנאים ששווה ל )fv  .דוגמה לאחד התנאים היא חיתוך של קווים מסוימים.  −

,  במקרה הזה יש לנו חמש פאות ושישה צמתים.(a) 2.9באיור ניקח לדוגמה מבנה שמתואר 

 אך ורק אם יתקיים reciprocalלכן ניתן יהיה לבנות , דהיינו מספר הצמתים גדול ממספר הפאות

- מתאר את דיאגרמת ה(b) 2.9איור   . יפגשו בנקודה אחת6- ו4, 2תנאי אחד והוא שקווים 

reciprocalהמתאימה . 

 

 

 

 

 

 

 

(a)                                                                               (b) 

 צמתים גדול ממספר פאות מקרה שני של מבנה שבו מספר תיאור: 92.איור 

)a( מבנה בעל חמש פאות ושישה צמתים .(b) דיאגרמת reciprocal. 
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fv : 3מקרה   .זוהי קבוצה של מסבכים בעלי יתירות גדולה מאחת.  מספר הצמתים קטן ממספר פאות->

fvכאן  2v2e:  ירשמו באופן הבא(2.4)- ו(2.3)ומשוואות ,  > v2'e'2-ו<⋅− ולכן , >⋅−

fvאבל לא מוגדרת בשיעור של ,  קיימתreciprocalדיאגרמת  אם אנחנו נסתכל על .  איברים−

אזי במקרה הזה יש לנו חמישה צמתים ,  כעל מסבך ללא סמכים(b) 2.9באיור  מבנה שמתואר

ולכן משתנה אחד בדיאגרמת , ר הצמתים קטן ממספר הפאותזהו מקרה  שמספ. ושש פאות

reciprocalנניח נתחיל לבנות מצומת .  לא  מוגדרIאזי ב,  במבנה המקורי-reciprocal נקבל פאה 

I2. 5, 3, 1בתוך משולש שבנוי ממוטות ) 1:  ניתן לבנות בשני אופנים6- ו4, 2קווים .  מתאימה (

 4קו ,  כי במבנה המקורי הם יצרו פאה3- ו1 עם קווים  יחלוק צומת2קו . מחוץ למשולש זה

 שיחלוק צומת 6ל לגבי קו "  שגם הם יצרו פאה במבנה המקורי וכנ5- ו3יחלוק צומת עם קווים 

.  במבנה המקוריV שמתקבלת מצומת reciprocal- בVבשלב אחרון נבנה פאה . 5- ו1עם קווים 

 . 6- ו4, 2זהו כיוון של קווים ניתן לראות שהמשתנה שאינו מוגדר חד משמעית 

 

 בהתאמה,  דואליפאון וכדורי פאון של כהיטל reciprocal- ומאמץ עצמי מבנה עם 2.5

 
 גילה קשר נוסף מאוד מעניין , שעסק גם בגיאומטריה מרחביתMaxwell, לפני כיותר ממאה שנה

(Maxwell, 1869),  שהורחב מאוחר יותר על ידי המתמטיקאיWalter Whiteley (Whiteley, 1979) , בין

 הנקרא פאון כדורי המוגדר -מאמץ עצמי הפועל במסבך ללא סמכים והיטל ניצב של סוג מסוים של פאון

דיאגרמת , מכאן. reciprocalאמצעי קישור בין מאמץ עצמי לפאון נעשה באמצעות דיאגרמת . בסעיף זה

reciprocal המקורי היא היטל של פאון והאם במבנה  היא כלי המשמש לזהות האם קונפיגורציה של מבנה

 : לפני שנציג את הקשר להלן מספר הגדרות. (Maxwell, 1869)המקורי פועל מאמץ עצמי 

שני צמתים שהיא ,  כל קשת ניתן להגדיר על ידי ארבעה רכיבים-)edge patch( שדה של קשת: 8.2הגדרה 

>=<לדוגמה אם נרשום . מקשרת ושתי פאות שהיא מפרידה k,j,i,he , זה מציין שקשתe מקשרת בין 

 .k- וj ומפרידה בין פאות i- וhצמתים 

 קבוצה של צמתים -)combinatorial oriented polyhedron( פאון קומבינטורי מכוון :9.2הגדרה 

{ }m1 v,,vV K= , פאות{ }n1 f,,fF K= ושדות של קשתות { }nk,j1mi,h1|k,j,i,hE ≤≤≤≤><= 

 :-כך ש

Ek,j,i,hאם  - Ej,k,h,iאז גם , >∋< Ek,j,h,i,j,k,i,hאבל , >∋< >∉<>< 

יוצרים מעגל  aoכל שדות של קשתות עם רכיב ראשון , aoלכל צומת  -

( )3tts1k,j;i,0 sss lssשבו , ><≥≥≤ jk lt- ו=+ kj  . שוניםsi- וskכל , =

 יוצרים מעגל 0Fכל שדות של קשתות עם רכיב אחרון , 0Fלכל פאה  -

( )3tts10,j;i,h sss lssשבו , ><≥≥≤ hi lt- ו=+ hi  . שוניםsj- וshכל , =

, 0fובין כל זוג של פאות ,  עובר מסלול של צמתים וקשתות0v ,lv, למשל, בין כל זוג של צמתים -

1fעובר מסלול של פאות וקשתות . 
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כלומר שדות של ,  אם בפאון מקורי נחליף בין פאות וצמתים-)edrondual poleh(  פאון דואלי:10.2הגדרה 

>< - יהפכו מ קשתות k,j,i,hל->< i,h,k,jנקבל פאון דואלי. 

זהו פאון קומבינטורי  )combinatorial spherical polyhedron(  פאון קומבינטורי כדורי:1.12הגדרה 

 הוא גרף של פאון Gגרף . כלומר כל מסלול סגור של פאות וקשתות יוצר חתך, וטבעל גרף מישורי פש, מכוון

 .הדואלי של פאון כדורי הוא גם פאון כדורי.  קשיר קשתות3- קשיר צמתים ו2כדורי אם ורק אם הוא 

 . זהו פאון כדורי שכל הצלעות שלו קמורות)convex polyhedron(  פאון קמור:2.12הגדרה 

 זהו פאון כדורי שקיימים בו מישורים )intersected polyhedron-self(  עם חיתוך עצמיפאון :3.12הגדרה 

 .שנחתכים ביניהם

 קשיר קשתות שקווים שלו מתאימים לקשתות של 3- קשיר צמתים ו2 ציור שמתאים לגרף מישורי ןבהינת

 :נשאל שתי שאלות שנראות אולי לא קשורות אחת לשנייה, הגרף

 ?נו היטל של פאון כדורי תלת מימדיהאם הציור הנתון הי -

 בקונפיגורציה מאמץ עצמיהאם קיים , ללא סמכיםהמתאים מסבך אם נבנה על פי ציור את ה -

כוחות לחיצה וכוחות מתיחה בכל המוטות שונים מאפס המחזיקים את המבנה בשיווי (שהתקבלה 

 ?)משקל

פאון כדורי אם ורק אם במסבך פועל ציור הוא היטל של . למרבה ההפתעה התשובה לשתי שאלות אלו זהה

הפאון ,  קשיר קשתות3- קשיר צמתים ו2מאחר והיטל של פאון כדורי זהו גרף מישורי . מאמץ עצמי

שהצמתים שלו מתאימים ,  קשיר קשתות3- קשיר צמתים ו2, הדואלי גם כדורי והגרף שלו גם מישורי

כפי שראינו . המתאימות בגרף המקורילפאות של הגרף המקורי והקשתות הדואליות ניצבות לקשתות 

ביחד מהווים דיאגרמה של , פוליגון של כוחות עבור כל צומת שנמצא בשיווי משקל במסגרת, 4בפרק 

Maxwell (reciprocal) . 

 :נסכם כל מה שנאמר כעת בשני משפטים

,    בצמתים וקשתות בהתאמה3- ו2עם קשירות , שהגרף שלה מישורי, )2D(במסגרת מישורית  •

 reciprocal שונה מאפס בכל הקשתות אם ורק אם ניתן לבנות דיאגרמת מאמץ עצמייפעל 

 . מתאימה

יפעל ,  בצמתים וקשתות בהתאמה3- ו2עם קשירות , שהגרף שלה מישורי, במסגרת מישורית •

 .שונה מאפס בכל הקשתות אם ורק אם היא היטל של פאון מאמץ עצמי

ואז ,  מתאימהreciprocalטורי מכוון ניתן לבנות לו דיאגרמת אם ניקח היטל אנכי של כל פאון קומבינ

 .  שונה מאפס בכל הקשתותמאמץ עצמיהמתאימה להיטל פועל  אפשר להגיד שבמסגרת

 :המשפטים הבאים אקוויוולנטים, נניח ציור מישורי שהוא היטל של פאון כדורי

 . שונה מאפס בכל הקשתותמאמץ עצמיבמסגרת שמתאימה לציור פועל  .א

 .כאשר אין צמתים מתלכדים,  מתאימהreciprocalציור ניתן לבנות דיאגרמת ל .ב

 .לכל פאה מוגדר מישור אחר ואין פאות אנכיות, בפאון המתאים לציור .ג

, הכיוון ההפוך של הטענה אינו מתקיים, לעומת זאת בפאון לא כדורי. כל זה נכון אם מדובר על פאון כדורי

 .  אינו מחייב פאון מרחביreciprocalוקיום , reciprocalיב קיום  במסגרת אינו מחימאמץ עצמיכלומר 
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  בניית פאון כדורי למבנה עם מאמץ עצמי52..1

מקרה ראשון . דיברנו על שלושה מקרים) 2.4סעיף ( למבנה עם מאמץ עצמי reciprocalשהצגנו בניית כ

ומקרה אחרון אלה מבנים מקרה שני אלה מבנים יתר סטטים פעם אחת , אלה מבנים מסוימים סטטית

גם הפעם כשנציג בניית פאון למבנה עם מאמץ עצמי נדבר על שלושת המקרים . בעלי יתירות גדולה מאחת

 . האלה

2v2eמבנה שמקיים  : 1מקרה  במקרה הזה לכל מצב כללי של . זהו מבנה יתר סטטי פעם אחת. =⋅−

מתואר מבנה יתר סטטי פעם אחת ופאון כדורי המתאים  (a) 2.10באיור  .יהמבנה ניתן לבנות פאון כדור

 . לו

3v2eמבנה שמקיים : 2מקרה  לסוג זה של מבנים ניתן לבנות פאון כדורי . זהו מבנה מסוים סטטי. =⋅−

- ו6, 4שמוטות , מתואר מבנה מסוים סטטי במצבו הסינגולרי (b) 2.10באיור .  אך ורק במצבם הסינגולרי

 . ופאון כדורי המתאים לו,  נפגשים בנקודה אחת8

1v2eמבנה שמקיים : 3מקרה  מבחינה סטטית מבנים אלו בעלי שני . זהו מבנה יתר סטטי פעמיים. =⋅−

כלומר ניתן להוריד מספר מוטות מבלי לפגוע ביציבותו של , מאמצים פנימיים בלתי תלויים אחד בשני

נראה שהוא , אם נתבונן על הפאון המתאים למבנה מסוג זה. ר מאמץ עצמי במבנהדהיינו יישא, המבנה

כך שקיימת קבוצה של צלעות שניתן להסיר ועדיין נשאר עם , של פאונים) סופרפוזיציה(בנוי מקומבינציה 

במבנה רואים .  מתואר מבנה יתר סטטי פעמיים ופאון כדורי המתאים לו(c) 2.10באיור . פאון כדורי

כלומר להישאר עם מאמץ עצמי ,  ולא לפגוע ביציבותו של המבנה9- ו7, 5 או 3- ו2, 1ן להוריד מוטות שנית

ניתן לראות שפאון המתאים למבנה הזה הוא סופרפוזיציה של שני פאונים שמסומנים בצבעים . במערכת

 .  ניתן להסיר צלעות של אחד מהם ועדיין נשאר עם פאון כדורי. אדום וכחול

 

 

 

 

 

 

 

 

 

(a)                                                       (b)                                                                 (c) 

 מאמץ עצמיתיאור בניית פאונים למקרים שונים של מבנים עם : 102.איור 

(a)בניית פאון למבנה יתר סטטי פעם אחת  .(b) מסוים סטטי בניית פאון למבנה .(c) בניית פאון למבנה יתר 
 .סטטי פעמיים

 

  מרחביפאון מreciprocalשל  שלבי בנייה 2.5.2

 Davidוכעת נציג דרך נוספת שפותחה על ידי , reciprocal הצגנו דרך אחת לבנייה של 2.2.3 בסעיף

Huffman (Huffman, 1977) ,מרחביפאון מהדיאגרמאת ה אשר בנה  . 

 .נמקם באופן שרירותי את הפאון במרחב: מרחבמיקום של פאון ב .א

 .נבחר איפה ממוקם מישור ההטלה: בחירת מישור ההטלה .ב

1 

2 

3 
4 

5 
6 

1 

2 
3 

4 5 6 
7 
8 9 1 2 

3 

4 5 
6 

7 
8 

9 



 19 
 

 

מנקודה שנבחר במרחב נעביר ניצבים לפאות של פאון מרחבי עד : בנייה של דיאגרמה דואלית .ג

לאחר מכן נחבר בין נקודות . לפגישתם עם מישור ההטלה ובמקום פגישתם נסמן נקודות

 .ת סמוכותשהתקבלו מפאו

 . 2.11 איור ראה, reciprocalהתוצאה שנקבל היא דיאגרמת 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  מפאון מרחביreciprocalקבלת דיאגרמת  תיאור : 112.איור 

 

3.5.2 reciprocal דואליפאון והיטל של  

, כלומר, שנבנה על היטל של פאון מקורי  היא דיאגרמה דואלית למסבך ללא סמכיםreciprocalדיאגרמת 

. נראה שהפאון שהתקבל והפאון המקורי דואליים,  ונבנה לה פאון מתאיםreciprocalאם ניקח דיאגרמת 

דיאגרמת אנו רואים  (b) 2.12באיור ו, מתואר פאון מקורי וההיטל המישורי המתאים לו (a) 2.12באיור 

reciprocalוהפאון הדואלי שהתקבל . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

  
(a)                                                                                                        (b) 

 
  ופאון דואליreciprocalדיאגרמת , היטל של פאון, קשר בין פאון מקוריתיאור ה: 122.איור 

(a) א היטל של הפאון הכדורי המקוריו שהמסבך ללא סמכים. (b)  reciprocalים לו ופאון דואלי המתא. 

 

1’ 

2’ 

3’ 

4’ 

5’ 

9’ 
8’ 

7’ 
6’ 

1 

2 
3 

4 5 
6 

7 
8 

9 1’ 2’ 

3’ 

4’ 5’ 
6’ 

7’ 

8’ 
9’ 



 20 
 

 

צלעות של פאון וקשתות של היטל , קשר בין הכוחות הפועלים במסבך ללא סמכים 2.6

 מישורי

 
כוח לחיצה או (,  קשר בין סוג של הכוח שפועל במוט של מסבך ללא סמכיםWhiteley גילה 1979-ב

י של הפאון ובין מיקום של הקשת בהיטל מישור) צלע קמורה או קעורה(לבין סוג של הצלע בפאון , )מתיחה

, בעזרת הקשר הזה ניתן לקבוע את סוג הכוחות שפועלים במסבך ללא סמכים). קשת חיצונית או פנימית(

כפי שיפורט , קשר זה נתן הבנה נוספת לתחום הדואליות שנחקר בתזה. מבלי לפתור משוואות סטטיות

תן לדעת אילו מוטות ניתן כי בעזרתו ני, Tensegrityתרומה נוספת של הקשר הזה היא לנושא של . בהמשך

 שיכולים לספוג רק כוח לחיצה ואלו בכבלים שיכולים לספוג רק כוח מתיחה והמבנה struts-להחליף ב

 . יישאר עדיין קשיח

 

 פאות שהיא מפרידההפנימית בין שתי ה כתלות בזווית פאון סוג של צלע ב16.2.

נתבונן בזווית פנימית בין שתי פאות שלו על מנת לקבוע אם צלע היא קמורה או קעורה , פאון ןבהינת

π<α<πואם הזווית ) (a) 2.13איור ( הצלע היא קמורה π<α<0אם הזווית .  שהצלע הזו מפרידה 2 

 . )(b) 2.13איור ( הצלע קעורה

 

 

 

 

 

  
 

(a)                                                                               (b) 
 

 קשר בין סוג של צלע בפאון לבין זווית פנימית בין שתי פאות הרתיאו: 132.איור 

(a)זווית בין שתי פאות π<α<0 לכן צלע eקמורה - שמפרידה ביניהם .(b)זווית בין שתי פאות π<α<π 2 

 .קעורה -ן שמפרידה ביניהeלכן צלע 

 

  כתלות במיקום שלההפאוןמישורי של ה סוג של קשת בהיטל 26.2.

 נמצאות מאותו ת אם שתי פאות שהיא מפרידה ביניהןקשת נקראת חיצוני, פאוןבהינתן היטל מישורי של 

 אם שתי פאות נמצאות משני הצדדים ביחס פנימיתוקשת נקראת  ,(a) 2.14 איור ראה, צד ביחס לקשת זו

 .(b) 2.14 איור ראה, אליה

 
 
 
 
 
 
 

(a)                                                                                  (b) 
 

 קשר בין סוג של קשת בהיטל של פאון לבין מיקום שלה ביחס לשתי פאות שהיא מפרידהתיאור ה: 142.איור 

(a)  שתי פאות נמצאות מצד אחד ביחס לקשתe ,וניתלכן זוהי קשת חיצ .(b) שתי פאות נמצאות משני הצדדים 

 .לכן זוהי קשת פנימית, eביחס לקשת 

e I 
II 

e 
I 

II 

π<α<0 

e 
α 

π<α<π 2 

e 
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 קשת בהיטל ה וסוג פאוןצלע בה כתלות בסוג מסבך ללא סמכיםכוח במוט של של  סוג 36.2.

נקבל שמוטות שמתאימים לקשתות , אם ניקח היטל מישורי של פאון כדורי ונבנה עליו מסגרת מתאימה

-לעומת זאת מוטות שמתאימים לקשתות קעורות, חיצוניות יהיו במתיחה-קעורותפנימיות או -קמורות

 .  חיצוניות יהיו בלחיצה-פנימיות או קמורות

מסגרת אם נבנה על היטל מישורי שלו .  פאון קמור שהוא ,(tetrahedron)אדר ניקח לדוגמה טטר

וכוחות , פנימיות-מורותשהם מתאימים לקשתות ק, נקבל כוחות מתיחה במוטות פנימיים , מתאימה

 .2.15באיור כמתואר , חיצוניות-שהם מתאימים לקשתות קמורות, לחיצה במוטות חיצוניים

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

  על היטל מישורי שלוה שנבנבמסבך ללא סמכים וכוחות שמתקבלים אדרטטרתיאור ה: 152.איור 

 מתאימים לקשתות 3- ו2, 1 ומוטות לכן יהיו במתיחה, פנימיות-  מתאימים לקשתות קמורות6- ו5, 4מוטות 
קווים רציפים ומוטות כאיור ב יסומנומוטות בלחיצה . לכן כוח שיפעל בהם יהיה כוח לחיצה, חיצוניות-קמורות

 .קווים מקווקוויםכבמתיחה 
 

, בפאון עם חיתוך עצמי במסגרת המתאימה של ההיטל שלו נקבל כי בצד אחד למישור החיתוך עצמי

למוטות בלחיצה ובצד , חיצוניות-הופכים למוטות במתיחה וקשתות קמורות, מיותפני-קשתות קמורות

 .2.16איור ראה  ,השני ההפך

 

 

                                                                                                    

   

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 פאון עם חיתוך עצמי על היטל מישורי של ה שנבנמכיםבמסבך ללא ס  הפועלים כוחותתיאור: 162.איור 

, 9, 8, 4, 3, 2במוטות וכתוצאה מכך , )המסומן באדום (βנחתך עם מישור ) המסומן בכחול(αמישורבמקרה הזה 

 . כוח לחיצה7, 6, 5, 1 פועל כוח מתיחה ובמוטות 10
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 reciprocal-ן כוחות במסבך ללא סמכים וכוחות בקשר דואלי בי 46.2.

לכן אם . נקבל שתי צורות דואליות זו לזו, ן נתובך ללא סמכים למסreciprocalעד כאן ראינו שאם נבנה 

מבלי לפתור , נוכל גם,  המקוריבךאת סוג הכוח הפועל בכל מוט של המס, משוואותאת המבלי לפתור , נדע

שסוגי הכוחות במוטות של , הטענה היא.  המתאיםreciprocal-ועלים בלדעת מהם הכוחות הפ, משוואות

, כדי להמחיש את מה שנאמר עכשיו. reciprocal-המבנה המקורי נשארים ללא שינוי במוטות המתאימים ב

שבכל מוט מסומן סוג , שנבנה על היטל הפאון בך ללא סמכים מסרואים (a) 2.17באיור . נציג דוגמה הבאה

סוג הצלע בפאון וסוג הקשת בהיטל סוג הכוח במוט נקבע על פי , 2.6.3כפי שנאמר בסעיף . והכוח שפועל ב

לכן הם בלחיצה , חיצוניות- מתאימים לקשתות קמורות3- ו2, 1מכאן רואים שהמוטות . המישורי

 ולכן הם, פנימיות- מתאימים לקשתות קמורות9- ו8, 7, 6, 5, 4מוטות , לעומת זאת. ומסומנים בקו מלא

הפעם סוג הכוח .  של המסבך המקוריreciprocal רואים (b) 2.17באיור . במתיחה ומסומנים בקו מקווקוו

דהיינו מוטות בלחיצה נשארו ,  נקבע בהתאמה לסוג הכוח שפועל במסבך המקוריreciprocal בכל מוט של 

 שנבדוק שהקשר נוכל לאמת זאת על ידי כך. להיות בלחיצה ואלה שבמתיחה נשארו להיות גם במתיחה

-פנימיות ב- מתאימים לקשתות קעורות'3- ו'2, '1ניתן לראות שהמוטות .  מתקיים2.6.3שפורט בסעיף 

reciprocal ,מתאימים לקשתות '9- ו'7, '5לעומת זאת המוטות . וזה אכן כך, ולכן צריכים להיות בלחיצה 

, ולכן צריכים להיות במתיחה, וניותחיצ- מתאימים לקשתות קעורות'8- ו'6, '4פנימיות ומוטות -קמורות

מכאן ניתן להגיד שראינו עדות לטענה האומרת שסוגי הכוחות במוטות של המסבך . וגם זה מתקיים

 .reciprocal-המקורי נשארים ללא שינוי במוטות המתאימים ב

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
(a)                                                                                                   (b)     

 
קשר דואלי בין כוחות שפועלים במוטות של מסבך ללא סמכים וכוחות שפועלים במוטות תיאור ה: 172.איור 

 reciprocalמתאימים של 

(a)מוטות בלחיצה מסומנים בקו מלא ובמתיחה .  מסבך ללא סמכים מקורי שבכל מוט מסומן סוג הכוח הפועל בו

 דיאגרמת (b). סוג הכוח בכל מוט נקבע לפי סוג הצלע המתאימה בפאון וסוג הקשת בהיטל שלו. ווים מקווקוויםבק

reciprocalהכוחות במוטות של ה.  שבה מסומנים סוגי הכוחות הפועלים בה-reciprocal דואלים לכוחות 
 . במוטות מתאימים של המסבך המקורי
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 סיכום הפרק 2.7

כאשר ליד כל נושא מובאת דוגמה קטנה , 2.1 נציג את תרשים הזרימה שראינו באיור 2.18 באיור, לסיכום

 . רלוונטית ומיקומו בפרק בו דיברנו עליו

 
 
 
 
 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 2כולל דוגמאות רלוונטיות ומיקומם בפרק זרימה של הנושאים התרשים : 182.איור 
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 3פרק 

 וגרף FGRמכניזמים על בסיס דואליות בין גרף זרימות דואליות בין מסבכים ו

  PGRפוטנציאלים 

כעת נציג קשר דואלי בין מסבכים . reciprocalבפרקים הקודמים ראינו קשר דואלי בין מבנים סטטיים באמצעות 
 הוא מבוסס על ייצוג של מסבכים ומכניזמים כמודלים מתמטיים. ומכניזמים שנובע מדואליות בתורת הגרפים

 :המבוססים על תורת הגרפים
 (Flow Graph Representation - FGR) גרף זרימות 

 .(Potential Graph Representation - PGR) וגרף פוטנציאלים 
. לכן כל שתי מערכות הנדסיות המיוצגות על ידי מודלים אלו הן דואליות, הוכח בספרות ששני מודלים אלו דואליים

ימים סטטית ניתנים להצגה על ידי גרף זרימות ואילו מכניזמים על ידי גרף כיוון שהוכח כי מסבכים מסו
 . התקבל הקשר הדואלי בין מסבכים למכניזמים, פוטנציאלים

 

  על פי תרשים הזרימהתקציר הפרק 3.1
 

בפרק נדבר על שלושת הנושאים . 3הנושאים אשר יוצגו בפרק  תרשים זרימה של מתואר 3.1באיור 

 :העיקריים הבאים

נראה שעל סמך דואליות בין גרף זרימות וגרף פוטנציאלים קיימת דואליות בין מסבך מסוים : 'שלב א

 . סטטי למכניזם בעל דרגת חופש אחת

  נראה כי כל מסבך מסוים סטטי ניתן להציג באמצעות גרף זרימות1.א

(Flow Graph Representation-FGR) , וכל מפרק כאשר נציג כל מוט במסבך על ידי קשת בגרף

 . את הכוח חיצוני הפועל במסבך נציג באמצעות קשת מקור זרימה בגרף. במסבך על ידי צומת בגרף

  נראה כי כל מכניזם בעל דרגת חופש אחת ניתן להציג באמצעות גרף פוטנציאלים2.א

 (Potential Graph Representation-PGR) , כאשר נציג כל חוליה במכניזם על ידי קשת בגרף וכל

חוליה מניעה במכניזם נציג באמצעות קשת מקור . פרק במכניזם על ידי צומת בגרףמ

 . הפוטנציאלים בגרף

 . נראה שגרף זרימות וגרף פוטנציאלים הם ייצוגים דואלים3.א

 מהדואליות בין גרף זרימות לגרף פוטנציאלים  נקבל שגם מסבך מסוים סטטי דואלי למכניזם 4.א

הכוחות במוטות המסבך מתאימים למהירויות קוויות יחסיות של כאשר , בעל דרגת חופש אחת

 . חוליות במכניזם

 face) כוח בפאה,  בסטטיקהחדשמשתנה נגדיר על סמך הדואליות בין מסבכים ומכניזמים : 'שלב ב

force) ,במכניזם שהוא דואלי למהירות קווית של צומת . 

לנו משתנה חדש אחר בסטטיקה הנקרא קו שווה נראה כי הוא מגדיר , לאחר שהצגנו כוח בפאה: 'שלב ג

קו שווה מומנט ) א: נציג שני סוגים של קווים שווי מומנט הקיימים. (equimomental line)מומנט 

 שמוגדר בין זוג -קו שווה מומנט יחסי) ב.  שמוגדר בין כוח בפאת ייחוס לבין כוח בפאה כלשהי-מוחלט

 .כוחות בפאות שאינן פאת ייחוס
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 3תרשים זרימה של הנושאים שיוצגו בפרק : 13.איור 
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  גרף זרימות וייצוג מסבכים באמצעותו3.2

כאשר , באמצעותו ניתן לייצג מסבך, (Shai, 2001a)כגון , שדווח בספרות, בסעיף זה יוצג גרף הזרימות

. (Shai, 2001b), (Shai, 2001a)ים במוטות המסבך הזרימות בקשתות הגרף מתאימות לכוחות הפועל

קו שווה מומנט  ו(face force) כוח בפאה: ייצוג זה הביא לגילוי שני משתנים חדשים בסטטיקה הנקראים

(equimomental line)  . 

 

 Flow Graph Representation גרף זרימות 1.23.

וא אותן בכל ספר בסיסי בתורת הגרפים הגדרות שייעשה בהם שימוש בפרק זה וניתן למצלהלן מספר 

(Swamy and Thulasiraman,1981). 

 .   זהו מסלול שבו צומת ההתחלה וצומת הסוף הם אותו צומת(circuit)מעגל 

הקשתות שיוצרות עץ  .מכיל את כל צמתי הגרףהזהו עץ    עץ פורס.חסר מעגלים זהו גרף קשיר (tree)עץ 

  .נקראות קישוריםקשתות הפורס נקראות ענפים ושאר 

 :המקיימת, זוהי קבוצת קשתות בגרף (cutset)חתך 

 .הורדת קשתות של הקבוצה מהגרף הופכת אותו ללא קשיר .1

 . 1כל תת קבוצה שלה אינה מקיימת את תכונה  .2

לשם אחידות נקבע כי זו תהיה זרימה בפאה .  מוגדרת כהפרש זרימות בפאות סמוכות להזרימה בקשת

 .3.2באיור כמתואר , בפאה שמאליתימנית מינוס זרימה 

 

 

(3.1) 

 

 

 

 חישוב ערך הזרימה בקשת: 23.איור 
 

מספר העמודות של .  מתארת את החתכים הבסיסיים של הגרףQ (Cutset Matrix) מטריצת החתכים

כל איבר . המטריצה שווה למספר הקשתות בגרף ומספר השורות בה שווה למספר הענפים בעץ פורס

 וכיוונה i נמצאת בחתך המוגדר על ידי ענף j אם קשת 1+איבר זה יהיה  .1- או 1,0+יות במטריצה יכול לה

 .  אם היא לא נמצאת בחתך0- אם כיוונה מנוגד לכיוון החתך ו1-, בכיוון חתך

שחוק הזרמים של , יש לשים לב.  שווה לאפסG אומר שסכום וקטורי הזרימות בכל חתך גרף חוק הזרימות

זהו מקרה פרטי , (Franco, 1995)הידוע בתורת החשמל  , (KCL - Kirchoff's Current Law)קירכהוף 

 :ייצוג מטריציוני של חוק הזרימות הוא. של חוק הזרימות המוכלל הרב מימדי) חד מימדי(

                                                     (3.2)0FQ =⋅
rr

 

Q כאשר 
r

F - היא מטריצת החתכים ו
r

 .הוא וקטור הזרימות בקשתות הגרף

כך שהן , שניתן להגדיר זרימות בכל הקשתות של הגרף, G זהו גרף מכוון (Flow Graph) גרף זרימות

ות דו  ניתן לייצג קבוצה גדולה של מערכות הנדסיFGRבאמצעות גרף זרימות . יקיימו את חוק הזרימות

( ) lre ffF −= t h 

fl 

fr 

e 
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במסגרת העבודה . 'מעגלים חשמליים פשוטים וכו, לדוגמה מסבכים מסוימים סטטית, מימדיות-ותלת

 .הזאת נשתמש בסוג גרף זה על מנת לייצג מסבכים מסוימים סטטית

 

  ייצוג של מסבך מסוים סטטית באמצעות גרף זרימות2.23.

 המפרקים והמוטות במסבך מיוצגים כאשר, כל מסבך מסוים סטטית ניתן לייצג באמצעות גרף זרימות

את הכוחות הפועלים במוטות המסבך נייצג על ידי זרימות . בהתאמה, ידי צמתים וקשתות-בגרף על

כיוון . גם הזרימות בגרף יהיו בהתאם, דו או תלת מימדי לכן, מסבך יכול להיות חד. בקשתות הגרף

אזי , ום הכוחות בכל צומת שווה לאפסשהכוחות במוטות המסבך מתאימים לזרימות בקשתות הגרף וסכ

כאשר זרימה בכל , בגרף זרימות קיים משתנה נוסף והוא זרימה בפאה. הם מקיימים את חוק הזרימות

בייצוג המסבך על ידי גרף זרימות ישנו . קשת מוגדרת על ידי הפרש בין זרימות בפאות הסמוכות לה

את המשתנה הזה נגלה . הגדיר כוחות במוטותשבאמצעותו ניתן יהיה ל, משתנה המתאים לזרימה בפאה

 . בהמשך הפרק

 

  שלבי הבנייה של גרף הזרימות למסבך3.23.

שלב ראשון הוא בנית הטופולוגיה של המסבך המתארת חיבור : נחלק את בנית הגרף לשני שלבים עיקריים

 הוספת שלב שני הוא. צמתים עליהם פועלים כוחות חיצוניים וריאקציות, של מוטות למפרקים

של כוחות , )שיפועי הכוחות הפועלים במוטות(הגיאומטריה של המסבך המתארת את שיפועי המוטות 

 .חיצוניים וריאקציות

 :בניית טופולוגיה

 .צומת ייחוס-שיקרא, ידי צומת מיוחד-האדמה מיוצגת על .א

 .ידי צומת בגרף-כל מפרק במסבך מיוצג על .ב

ר שני צמתי הקצה של הקשת מתאימים לשני כאש, ידי קשת בגרף-כל מוט במסבך מיוצג על .ג

 .מפרקים המחברים את המוט למסבך

את הכוח החיצוני הפועל על המסבך נייצג כקשת עם מקור זרימה המחברת בין צומת הייחוס לבין  .ד

 . הצומת המתאים למפרק בו פועל כוח

מחברות את הריאקציות הנוצרות במפרקי המסבך כתוצאה מהפעלת הכוח נייצג כקשתות בגרף ה .ה

 .בין צומת ייחוס לבין צמתים המתאימים למפרקים בהם פועלות אותן ריאקציות

 :הוספת גיאומטריה

 . קביעה שרירותית של כיווני קשתות הגרף למעט קשתות מקורות זרימה .א

. שיפועי כוח חיצוני וריאקציות, קביעת שיפועי המוטות שהינם למעשה הכוחות הפועלים במוטות .ב

 Xנחנו נמצאים בצומת הזנב של הקשת המתאימה ומודדים זווית מציר שיפוע נקבע כאשר א

 .החיובי עד לקשת  בכיוון נגד כיוון השעון
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  דוגמה לבניית טופולוגיה של גרף הזרימות למסבך4.23.

 

 

 

 

 

(a)                                                                                            (b) 

                                                                                                       

 

 

 

 

 

 

(c)                                                                                             (d) 
 זרימותהדוגמה לתיאור שלבי בניית גרף : 33.איור 

(a)שפועל עליו כוח חיצונית מסבך מסוים סטטי  .(b)דיאגרמת גוף קשיח של המסבך הנתון  .(c) גרף זרימות 

מתאימות לריאקציות בסמך ה גרף זרימות לאחר צמצום קשתות מקבילות (d). (a)- הנתון במתאים למסבךה
 . נייחה
 

  גרף פוטנציאלים וייצוג מכניזמים באמצעותו3.3

 

כאשר הפרשי , (Shai, 2001a)יציג גרף פוטנציאלים שבאמצעותו ניתן לייצג מכניזם סעיף זה 

הפוטנציאלים בקשתות הגרף מתאימים למהירויות קוויות יחסיות של החוליות במכניזם ופוטנציאלים של 

 .(Shai, 2001a; 2001b)הצמתים מתאימים למהירויות קוויות מוחלטות של המפרקים במכניזם 

 

 epresentationRraph Gotential Pהפוטנציאלים  גרף 1.33.

להרחבה על תורת הגרפים ניתן . נגדיר מספר מושגים בתורת הגרפים שייעשה בהם שימוש בפרק הזה

 .(Swamy and Thulasiraman, 1981)להיעזר בכל ספר בסיסי בנושא 

 המטריצה שווה מספר העמודות של.  מתארת את מעגלי הגרףB (Circuit Matrix) מטריצת מעגלים

כל איבר במטריצה יכול להיות .  למספר הקשתות בגרף ומספר השורות בה שווה למספר הקישורים בגרף

 1-,  וכיוונה בכיוון חתךi קישור המוגדר על ידי מעגל נמצאת בj אם קשת 1+איבר זה יהיה  .1- או 0, 1+

 . מעגל אם היא לא נמצאת ב0- ומעגלאם כיוונה מנוגד לכיוון ה

איור ראה ,  מוגדר כפוטנציאל של צומת הראש מינוס פוטנציאל של צומת הזנבהפרש פוטנציאלים בקשת 

3.4. 

(3.3) 

 

 פוטנציאלים בקשתהחישוב ערך הפרש : 43.איור 
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גם .  שווה לאפסGשסכום וקטורי הפרשי הפוטנציאלים בכל מעגל של גרף ,  אומרחוק הפוטנציאלים

הוא , (Franco, 1995)הקיים בתורת החשמל , וטנציאלים של קירכהוףניתן לראות שחוק הפ, במקרה הזה

 :ייצוג מטריציוני של חוק הפוטנציאלים הוא. מקרה פרטי של חוק הפוטנציאלים המוכלל הרב מימדי

(3.4)                                                                 0B =∆⋅
rr

 

Bכאשר 
r

∆ -היא מטריצת המעגלים ו
r

 . הוא וקטור הפרשי הפוטנציאלים בקשתות הגרף

שהפרשי הפוטנציאלים בקשתות אינם תלויים , Gהוא גרף מכוון (Potential Graph) גרף הפוטנציאלים 

 ניתן לייצג מערכות PGR באמצעות גרף פוטנציאלים. ומקיימים את חוק הפוטנציאלים, בזרימות בקשתות

במסגרת . 'מערכות גלגלי שיניים וכו, מעגלים חשמליים פשוטים, הנדסיות רב מיימדיות כמו מכניזמים

ועבורו נמצא , נבנה לו גרף הפוטנציאלים דואלי, עבודה זו נמצא את גרף הזרימות מתאים למסבך כלשהו

 .מכניזם דואלי למסבך

 

 חופש אחת באמצעות גרף הפוטנציאלים ייצוג של מכניזם בעל דרגת 2.33.

כאשר למפרקי המכניזם יתאימו , כל מכניזם בעל דרגת חופש אחת ניתן לייצג באמצעות גרף פוטנציאלים

את המהירויות הקוויות היחסיות של החוליות נייצג כהפרשי . צמתים בגרף ולחוליות יתאימו קשתות

מימדי -דו, מכניזם יכול להיות בעל מימד אחד, ךכמו במקרה של המסב.  הפוטנציאלים בקשתות של הגרף

כיוון שהמהירויות הקוויות היחסיות של . ולכן גם הפרשי הפוטנציאלים יהיו בהתאם, או תלת מימדי

וסכום המהירויות היחסיות בכל מעגל , החוליות במכניזם מתאימות להפרשי הפוטנציאלים בקשתות הגרף

בסעיף הקודם ראינו שהפרש פוטנציאלים בקשת הוא . וטנציאליםאזי הן מקיימות את חוק הפ, שווה לאפס

 ידוע שהמהירות היחסית של החוליה במכניזם הובקינמטיק, הפרש פוטנציאלים של צמתי הקצה שלה

כיוון שבייצוג זה . שווה להפרש המהירויות המוחלטות של המפרקים המחברים את החוליה למכניזם

ן להסיק שפוטנציאלים של צמתים בגרף מתאימים למהירויות נית, פוטנציאלים מייצגים מהירויות

 .  מוחלטות של מפרקים במכניזם

 

  שלבי בניית גרף הפוטנציאלים עבור מכניזם3.33.

שלב ראשון הוא בניית הטופולוגיה של : גם במקרה הזה נחלק את בניית הגרף לשני שלבים עיקריים

 .ם ואת מיקומה של החוליה המניעההמכניזם המתארת את החיבור בין החוליות למפרקי

שלב שני הוא הוספת הגיאומטריה של המכניזם המתארת את שיפועי המהירויות היחסיות של חוליות 

 .המכניזם

 :בניית טופולוגיה

 ).בסיס(נצייר צומת ייחוס בגרף שמייצג חיבור לחוליית אדמה  .א

 .עבור כל מפרק במכניזם נצייר צומת בגרף .ב

כאשר שני צמתי הקצה של הקשת מתאימים לשני , זם נצייר קשת בגרףעבור כל חולייה במכני .ג

 .המפרקים המחברים את החוליה למכניזם

 . נייצג חוליה מניעה של המכניזם כקשת עם מקור הפרש פוטנציאלים .ד

 :הוספת גיאומטריה

 .קביעה שרירותית של כיווני הקשתות של הגרף .א
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יש לזכור שמהירות קווית . וליות במכניזםקביעת שיפועי המהירויות הקוויות היחסיות של הח .ב

ולכן שיפועה נמדד כאשר אנחנו נמצאים בצומת הזנב של הקשת המתאימה , יחסית ניצבת לחוליה

 . בכיוון נגד כיוון השעוןX-ומודדים את הזווית מציר ה

 

  דוגמה לבניית הטופולוגיה של גרף הפוטנציאלים עבור מכניזם4.33.

 

 

 

 

 

 

 

 

 

(b)                                                                                                                    (a) 

 מתאים לוה מכניזם בעל דרגת חופש אחת וגרף פוטנציאלים תיאור: 53.איור 

(a)מכניזם  .(b)המתאים למכניזם שנתון ב גרף פוטנציאלים -(a). 

 

 בכים למכניזמים על בסיס דואליות בין גרף זרימות וגרף פוטנציאלים דואליות בין מס3.4

 

בסעיפים הקודמים בנינו גרף זרימות המתאים למסבך מסוים סטטי וגרף פוטנציאלים המתאים למכניזם 

בסעיף זה נראה על בסיס דואליות מתורת הגרפים ששתי מערכות אלו הן מערכות . בעל דרגת חופש אחת

 . דואליות

 

 גרף דואלי 1.43.

נציג כלי , לפני שנראה את הדואליות בין מסבכים מסוימים סטטית ומכניזמים בעלי דרגת חופש אחת

כאשר נקרא , גרף דואלי ניתן לבנות לכל גרף מישורי. (Gibbons, 1985)טופולוגי חשוב והוא גרף דואלי 

 .לגרף המקורי גרף פרימלי

 

  קשר בין גרף פרימלי לבין גרף דואלי2.43.

 .סעיף זה נסכם בטבלה את הקשר בין גרף פרימלי וגרף דואליב

 

 גרף דואלי גרף פרימלי

 צומת פאה

 פאה צומת

 קשת קשת

 

  הקשר בין גרף פרימלי וגרף דואליתיאור: 13.טבלה 
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  שלבים לבניית הגרף הדואלי לגרף לא מכוון3.43.

 .כדי לבנות גרף דואלי לגרף כלשהו יש לבצע את השלבים הבאים

פאת (כולל פאת ייחוס , נסמן בספרות רומיות את הפאות בגרף הפרימלי: ימון פאותס .א

 ).אפס

 .נסמן במספרים את הקשתות בגרף הפרימלי: סימון קשתות .ב

 .לכל פאה בגרף הפרימלי נתאים צומת בגרף דואלי: בניית צמתים דואלים .ג

נצייר קשת לכל קשת בגרף הפרימלי שמפרידה בין שתי פאות : בניית קשתות דואליות .ד

 .המחברת בין שני צמתים מתאימים לאותן פאות בגרף הדואלי

 

  דוגמה לבניית גרף דואלי4.43.

 .  ניתן לראות דוגמה לבניית גרף דואלי3.6באיור 

 .III עד O-בדוגמה שלנו בגרף הפרימלי יש ארבע פאות שנסמן מ: סימון פאות .א

 .6ד  ע1-בגרף הפרימלי יש שש קשתות שנסמן מ: סימון קשתות .ב

כאשר בדוגמה שלנו נבנה , לכל פאה בגרף הפרימלי נבנה צומת בגרף דואלי: בניית צמתים דואלים .ג

 .ארבעה צמתים

לכן גם בגרף דואלי יהיו לנו שש , בגרף הפרימלי יש לנו שש קשתות: בניית קשתות דואליות .ד

 . בגרף דואלי'1 בגרף הפרימלי נבנה קשת מתאימה 1לדוגמה עבור קשת . קשתות

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 .דוגמה לבניית גרף דואלי: 63.איור 
 .אפור גרף דואליה גרף פרימלי והואשחור הגרף ה

 

  דואליות בין גרף זרימות וגרף פוטנציאלים5.43.

אם כך הרי שערך הפוטנציאל של צומת בגרף הפרימלי יהיה . נניח שהגרף הפרימלי הוא גרף פוטנציאלים

ערך הפרש פוטנציאלים בקשת בגרף , מכאן. ולהיפך, דואלישקול לערך הזרימה בפאה המתאימה בגרף 

גרף דואלי : נסכם זאת באופן הבא. ולהיפך, הפרימלי שקול לערך הזרימה בקשת המתאימה בגרף הדואלי

. של גרף זרימות מקיים חוק הפוטנציאלים ואילו גרף דואלי של גרף פוטנציאלים מקיים חוק זרימות

 :אזי מתקיים,  הוא גרף דואלי*Gהוא גרף זרימות וגרף  Gאם גרף , ובצורה מטריציונית

                                                             (3.5) ( ) ( )GFG∆
* = 

כלומר כיווני הזרימות והפרשי , יש לשים לב שגרף זרימות וגרף פוטנציאלים אלה גרפים אורטוגונלים

 .פוטנציאלים מאונכים זה לזה
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  דואליות בין מסבכים מסוימים סטטית ומכניזמים בעלי דרגת חופש אחת6.43.

ניתן לייצג מסבך מסוים סטטית באמצעות גרף זרימות ומכניזם בעל , ראשית. נסכם מה שנאמר עד עכשיו

מכאן ניתן להסיק . הראנו שהגרפים האלו דואלים, דבר שני. דרגת חופש אחת באמצעות גרף פוטנציאלים

אם הזרימות בקשתות של גרף הזרימות .  מסוים סטטית דואלי למכניזם בעל דרגת חופש אחתשמסבך

והפרשי הפוטנציאלים בקשתות גרף הפוטנציאלים מייצגים את , מייצגות כוחות הפועלים במוטות המסבך

 וכיוון שהזרימות בקשתות של גרף הזרימות מתאימות להפרשי, המהירויות יחסיות של חוליות המכניזם

ניתן לומר כי כוחות הפועלים במוטות המסבך , הפוטנציאלים בקשתות של גרף הפוטנציאלים הדואלי לו

כיוון שזרימות מאונכות להפרשי . מתאימים למהירויות היחסיות של חוליות המכניזם הדואלי

, לםהכוחות במוטות המסבך יהיו מאונכים למהירויות היחסיות של המכניזם ושווים בגוד, פוטנציאלים

 מתוארים 3.7באיור .  לחוליות המכניזם הדואליo90-וכדי לקבל זאת יש למקם את מוטות המסבך ב

 . מסבך מסוים סטטי ומכניזם בעל דרגת חופש אחת הדואלים אחד לשני

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 תיאור המסבך מסוים סטטי והמכניזם הדואלי לו: 73.איור 
 .בך הדואלי באפורמכניזם מצויר בשחור והמס

 

  שלבים לבניית מכניזם דואלי ממסבך 7.43.

כאשר השיטה מבוססת על הדואליות , נפרט מה הם השלבים לקבלת מכניזם דואלי ממסבך מסוים סטטי

 .הקיימת בתורת הגרפים

 .נניח כי נתון מסבך מסוים סטטית

 .נבנה גרף זרימות המתאים למסבך נתון: בניית גרף זרימות .א

 . נבנה גרף פוטנציאלים כך שיהיה דואלי לגרף זרימות: דואלי בניית גרף .ב

מגרף הפוטנציאלים נבנה מכניזם מתאים בעל דרגת חופש אחת שהוא דואלי : קבלת מכניזם דואלי .ג

 . למסבך המקורי
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  דוגמה לקבלת מכניזם דואלי ממסבך8.43.

 . (a)-ן ב עבור מסבך נתו(d)להלן דוגמה לתהליך בניית מכניזם דואלי 

 

 

 

 

 

 

 

 

(a)                                                                                      (b) 

 

 

 

 

 

 

 

 

(c)                                                                                        (d) 
 

 ופש אחת ממסבך מסוים סטטי על בסיס דואליות בתורת הגרפיםדוגמה לקבלת מכניזם בעל דרגת ח: 8.3איור 

(a)מסבך מסוים סטטי  .(b)גרף זרימות המתאים למסבך ב -(a) .(c)גרף פוטנציאלים דואלי לגרף זרימות ב -(b) .

(d)מכניזם בעל דרגת חופש אחת המתאים לגרף פוטנציאלים שמיוצג ב -(c). 
 

  כוחות בפאה וקווים שווי מומנט3.5

 

כוח בפאה וקו שווה מומנט ונראה לאיזה משתנים הם , בסעיף זה נציג את שני משתנים חדשים בסטטיקה 

 . מתאימים במערכת הדואלית

 

 face force כוח בפאה 1.53.

ראינו גם . ראינו שזרימות בקשתות גרף זרימות מייצגות את הכוחות הפועלים במוטות המסבך המתאים

? מכאן נשאלת השאלה מה מייצגות זרימות בפאה. רימות בפאות הגרףשמלבד לזרימות בקשתות ישנן ז

 "כוח בפאה"מהקשר הקיים בין זרימות לכוחות התגלה ודווח בעבר משתנה חדש בסטטיקה והוא 

 (face force) (Shai, 2002) .  מהקשר האומר כי זרימה בקשת שווה להפרש הזרימות בין הפאה הימנית

, כי כוח במוט שווה להפרש בין כוח בפאה ימנית וכוח בפאה שמאליתניתן להסיק , והפאה השמאלית

 .3.9באיור כמתואר 
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 סמוכות לאותו מוטהן כוחות בפאות מציאת כוח במוט על ידי הפרש בי: 9.3איור 

 

 .ראינו כי כוח במוט של המסבך מתאים למהירות יחסית של החוליה במכניזם הדואלי, בנוסף לכך

לצורך זיהוי נחזור ? לאיזה משתנה מתאימה מהירות מוחלטת של צומת במכניזם,  שאלה נוספתאז נשאלת

צמתים במכניזם מתאימים לפאות במסבך הדואלי ומהירויות במכניזם מתאימות . לקשרים הקיימים

נראה כי מהירות של הצומת במכניזם שקולה לכוח , כאשר אם נסכם ביחד את הדברים, לכוחות במסבך

 (b) 3.10באיור ו,  ניתן לראות את הכוחות בפאות של המסבך הנתון(a) 3.10באיור . מסבך הדואליבפאה ב

 . את המהירויות של הצמתים המתאימים לפאות במכניזם הדואלי

 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

(a)                                                                                        (b) 
  מוחלטות של צמתים במכניזם וכוחות בפאות המתאימות במסבך הדואליקוויות בין מהירויות דואליות: 10.3איור 

(a)כוחות בפאות של המסבך  .(b)מהירויות ליניאריות מוחלטות מתאימות במכניזם דואלי . 

 

  קשר בין כוחות במסבך ומהירויות יחסיות במכניזם הדואלי2.53.

 יחסית של החוליה במכניזם שווה להפרש וקטורי בין מהירויות מוחלטות של מהירות, כידוע מקינמטיקה

כיוון שמהירויות בצמתים במכניזם שקולות לכוחות בפאות מתאימות במסבך . צמתי הקצה של החוליה

אזי ניתן להסיק שכוח הפועל , ומהירויות יחסיות של החוליות במכניזם שקולות לכוחות במוטות במסבך

ניתן לראות את הקשר . סבך שווה להפרש וקטורי בין כוחות בפאות הסמוכות לאותו מוטלאורך המוט במ

 .3.11באיור בין מהירויות וכוחות 

 

 

 

 

6 

IV 

I 

II 

III 

O 

IV
r

 

IIV
r

 

IIIV
r

 

IVV
r

 

If
r

 

IIf
r

 

IVf
r

 

IIIf
r

 

If
r

 

IIf
r

 

ABF
r

 

A 

B 

I 
II 



 35 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 
 
 

 
 
 

 
 
 

  בין כוח שפועל במוט של המסבך ומהירות יחסית של החוליה במכניזם הדואליקשרתיאור ה: 11.3איור 
כיוון שמהירות יחסית של החוליה . צומת המתאימה במכניזם הדואליכוח בפאה של המסבך שקול למהירות של ה

כוח במוט במסבך דואלי שווה להפרש וקטורי בין , שווה להפרש וקטורי בין מהירויות צמתי הקצה של החוליה
  .ימות לאותם צמתים במכניזם הדואליהמתא כוחות בפאות סמוכות של המסבך

 

  קווים שווי מומנט3.53.

 קו זה נקרא קו שווה מומנט . ות במישור ניתן למצוא קו שהם יוצרים עליו מומנט זההלכל שני כוח

(equimomental line-EQML) (Shai, 2002) . 1נניח כי נתונים שני כוחותf
r

2f -ו 
r

הפועלים לאורך קווים 

l1 ו-l2 וחות אלו עובר דרך נקודת חיתוך של כמובן שקו שווה מומנט של שני כ. בהתאמהl1ו - l2 ,  שהמומנט

נסמן את הקו שווה מומנט . וכיוונו הוא כיוון של וקטור ההפרש שלהם, של שני כוחות בנקודה זו מתאפס

 .3.12באיור ניתן לראות את ההדגמה של קו שווה מומנט זה . m1,2-זה ב

 

 

 

 

 

 

 

 

 

1f כוחות שניל 21m,קבלת קו שווה מומנט : 12.3איור 
r

2f -ו
r

  בהתאמה,2l - ו1lהפועלים לאורך קווים 

 m1,2  -יש לשים לב ש. זהו מיקום גיאומטרי של כל הנקודות בהן שני כוחות אלו מפעילים מומנט שווהm1,2 קו 
 .   ר ההפרש של שני הכוחותוכיוונו זהה לכיוון וקטו, l2  -ו l1עובר דרך נקודת חיתוך של קווים 

 

 .קווים שווי מומנט יחסיים) ב. קווים שווי מומנט מוחלטים) א: קיימים שני סוגים של קווים שווי מומנט

 וכוח O - כייחוסמהןקובעים אחת  במסבךפאות  בהצגה של . נדבר על קווים שווי מומנט מוחלטים, ראשית

לכן אם , וצר מומנט שווה לאפס על כל קו שעובר במישורמכאן כוח בפאת ייחוס י.  שפועל בה שווה לאפס

קו שווה מומנט שלהם יהיה קו שהם יוצרים עליו , J -נתבונן על כוח בפאת ייחוס וכוח בפאה אחרת כלשהי

O 
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r
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קו שווה מומנט בין כוח . Iקו יחידי שיענה על דרישה הזו זהו קו פעולה של כוח בפאה . מומנט שווה לאפס

 . (a) 3.13 איור ראה ,קו שווה מומנט מוחלט נקרא Jבפאה אחרת  לכוח Oבפאת ייחוס 

 קו שווה מומנט יחסינקרא ) שאף אחת מהפאות אינה פאת ייחוס (K- וJקו שווה מומנט בין כוחות בפאות 

 . (b) 3.13 איור ראה

 .יניהןאזי קו שווה מומנט יחסי עובר דרך מוט במסבך שמפריד ב, יש לשים לב שאם מדובר בפאות סמוכות

 

 

 

 

 

 

                                                     (b)                                                                                                      (a) 
 

 קו שווה מומנט יחסיהקו שווה מומנט מוחלט והתיאור : 133.איור 

a (לטקו שווה מומנט מוח .b (קו שווה מומנט יחסי. 

 

. (a) 3.10 באיור ונניח כי פועלים עליו כוחות בפאות כמתואר (a) 3.8באיור לדוגמה מסבך המתואר ניקח 

בהמשך נראה שיטה למציאת קווים שווי .   מתוארים כל הקווים שווי מומנט של המסבך הזה3.14באיור 

 .מומנט

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  שווי מומנט במסבךםיקוותיאור ה: 143.איור 

 

 . נראה בהמשך גם כי קו שווה מומנט במסבך מתאים למרכז סיבוב רגעי במכניזם הדואלי
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 סיכום הפרק 3.6

כאשר ליד כל נושא מובאת דוגמה קטנה , 3.1 נציג את תרשים הזרימה שראינו באיור 3.14 באיורלסיכום 

 .רלוונטית ומיקומו בפרק בו דיברנו עליו

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 
 

 3כולל דוגמאות רלוונטיות ומיקומם בפרק זרימה של הנושאים התרשים : 4.13איור 
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 4פרק 

 reciprocalדיאגראמת לקשר בין דואליות של מסבכים ומכניזמים 

כוחות הפועלים ה דיאגראמת א למעשהיה reciprocalדיאגראמת כי ו ראינ ה2.2בסעיף . כהנסכם מה ידוע לנו עד 
הפעם על בסיס הדואליות מתורת הגרפים התקבל כי . זווית חדשה על הכוחות במסבך ראינו 3.4.6ובסעיף , מסבךב
זה נקבל זווית ראיה בפרק . יחסיות של החוליות במכניזם הדואליהכוחות במוטות המסבך מתאימים למהירויות ה

 בבואת ההדואלי אשר מכונה בקינמטיקמסבך גם כעל דיאגרמת מהירויות המכניזם השל  reciprocal-חדשה על ה
הוא יהיה , כאשר ניקח בבואת מהירויות ובעזרת סינתזה נבנה את המכניזם המתאים לה. מהירויות של המכניזםה

 . דואלי למסבך ממנו התחלנו
 

 זרימההתקציר הפרק על פי תרשים  4.1

 : שני שלביםפרק מחולק לה. 4ניתן לראות תרשים זרימה של הנושאים שנדבר עליהם בפרק  4.1באיור 

ניקח לדוגמה מסבך מסוים . reciprocalקבלת מכניזם דואלי למסבך על ידי שימוש בדיאגרמת : 'שלב א

 .סטטי

 .  הפיכת כוחות חיצוניים וריאקציות למוטות מחוברים לאדמה1.א 

 .  חיבור בין כל הסמכים הנייחים על ידי מוטות לקבלת בסיס קשיח2.א 

 .כים וקבלת מסבך ללא סמכים שבכל המוטות שלו פועל מאמץ עצמי הורדת  הסמ3.א 

.  למבנה עם פאות סגורות שבכל המוטות שלו פועל מאמץ עצמיreciprocal בניית דיאגרמת 4.א

 . והמבנה בעל הפאות הסגורות הם מבנים דואליםreciprocal -נקבל           כי ה

 . לב זה והלאה נטפל במבנה קינמטימש. עד כאן המבנה שעבדנו עליו היה מבנה סטטי*

 . כלומר מצב בו המסבך אינו יציב סטטית,  פתיחת צומת ייחוס לקבלת מסבך במצב סינגולרי5.א 

 ). 2.שלב א( הורדת המוטות שהוספו בבניית הבסיס הקשיח 6.א 

 כוח חיצוני במסבך המקורי מתאים לחוליה מניעה   .  קביעת חוליה מניעה במכניזם הדואלי7.א

 . במכניזם הדואלי

 .  ונקבל את המכניזם הדואליo90-  נסובב את המערכת שקיבלנו ב8.א 

תהליך הפוך לזה המפורט  (reciprocalקבלת מסבך דואלי למכניזם על ידי שימוש בדיאגרמת : 'שלב ב

 .נתחיל ממכניזם). 'בשלב א

 . ינגולרי במצב סAssur מבנה כך שנקבלהוספת מוטות  1.ב 

 . מצב שאינו יציב סטטית, כלומר,  במצב סינגולריAssur קבלת מבנה 2.ב 

 . חיבור בין כל הסמכים הנייחים על ידי מוטות לקבלת בסיס קשיח3.ב 

 . הורדת  הסמכים וקבלת מבנה עם פאות סגורות שבכל המוטות שלו פועל מאמץ עצמי4.ב 

 . אות סגורות שבכל המוטות שלו פועל מאמץ עצמי למבנה עם פreciprocal בניית דיאגרמת 5.ב 

 ).1.שלב ב ( במצב סינגולריAssurהורדת המוטות שהוספו בבניית מבנה  6.ב 

חוליה מניעה במכניזם המקורי מתאימה לכוח חיצוני .  במסבך הדואליקביעת כוח חיצוני 7.ב

 . במסבך הדואלי

 . ונקבל את המסבך הדואליo90- נסובב את המערכת שקיבלנו ב8.ב
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 4תרשים זרימה של הנושאים שיוצגו בפרק : 14.איור 
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 reciprocal ת דיאגראמאמצעות קבלת מכניזם דואלי למסבך ב4.2

. reciprocalבסעיף הבא נציג איך ניתן לקבל את המכניזם הדואלי למסבך נתון על ידי שימוש בדיאגרמת 

 במסבך כוחותכי  ראינו 3.4.6ובסעיף , )2.2סעיף (כוחות הפועלים במסבך מתאימה לדיאגרמה הראינו ש

 של המסבך שקולה לדיאגרמת reciprocal-ה מכאן נובע שדיאגרמת .דואלים למהירויות במכניזם

. ניזם הדואליומתאימה למכ, (Maibie and Ovcvirk, 1963) המכונה בבואת מהירויות, מהירויותה

ניתן לקבל מבבואת , (Erdman and Sandor, 1997) ידוע שעל ידי שימוש בסינתזהתורת המכונות ב

 שנבנית למסבך כלשהו נוכל reciprocalלכן ניתן לסכם שמדיאגרמת , מהירויות את המכניזם המתאיםה

 . מכניזם הדואליאת הלבנות 

 

 reciprocalדיאגרמת ות באמצעדואלי למסבך המכניזם ה תי שלבי בני12.4.

שלב זה מתבצע לפי השלבים שפורטו : הפיכת מסבך עם כוח חיצוני וסמכים למסבך ללא סמכים). א

  .2.3.1בסעיף 

ניתן לבנות , בשלב הקודם התקבל מבנה שיש בו מאמץ עצמי לכן:  המתאיםreciprocal-בניית ה). ב

 .2.2.3 על פי השלבים שפורטו בסעיף reciprocalלו 

 נפתח את הצומת המתאים לפאת reciprocal-ב): צומת ייחוס( פתיחת צומת מתאים לאדמה ).ג

 .הייחוס במסבך המקורי ובמקומו נשים סמכים קבועים

נוריד את כל הקשתות שהוספנו בשלב : הורדת הקשתות שהוספו בזמן בניית המסבך ללא סמכים). ד

 .שנדרשו לבניית מסבך ללא סמכים', א

 לכוח החיצוני הופך להיות החוליה המניעה reciprocal-קו המתאים ב: יה המניעהקביעת החול). ה

 .במכניזם שמתקבל

נמקם את החוליות של המכניזם שהתקבל כך שכל חוליה : קביעת שיפועים של החוליות במכניזם). ו

וכל צומת במכניזם תתאים לפאה המתאימה , תהיה ניצבת למוט המתאים במסבך המקורי 

 .במסבך

 .ל נקבל מכניזם דואלי למסבך הנתון" סיום הפעלת השלבים הנעם

 

 lreciproca דיאגרמת אמצעותדואלי למסבך בהלקבלת מכניזם  1 דוגמה 22.4.

 .(a) 4.2 באיור ניקח לדוגמה את המקרה הפשוט ביותר והוא דיאדה שפועל עליה כוח חיצוני כמתואר

 כך שניצור 6- ו4,5נוסיף את מוטות :  סמכיםהפיכת מסבך עם כוח חיצוני וסמכים למסבך ללא ).א

את המוטות שהוספנו נסמן בצבע אפור בכדי להדגיש כי הם אינם מוטות . מבנה עם פאות סגורות

 .(b) 4.2איור ראה , מקוריים של המסבך

לכן , D עד A- צמתים מ4- וIII עד O- פאות מ4קימות במבנה המקורי :  מתאיםreciprocalת בני). ב

והקשתות במבנה המקורי  ,D עד A- פאות מ4- וIII עד O- צמתים מ4 נקבל reciprocal-ב

 .(c) 4.2 איור  ראה,reciprocal-מקבילות לקשתות מתאימות ב

ראה , הוא היטל של פאון' המסבך ללא סמכים שהתקבל בשלב א, לכן. reciprocalהצלחנו לבנות דיאגרמת 

 .(d) 4.2איור 
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,  שהוא מפגש של שלוש קשתותOנפתח את צומת ): צומת ייחוס(פתיחת צומת מתאים לאדמה ). ג

 .(e) 4.2 איור ראה, וכך נקבל מבנה המחובר על ידי שלושה סמכים קבועים

 ’5, ’4 את קשתות reciprocal-נוריד ב: הורדת הקשתות שהוספו בעת בניית המסבך ללא סמכים). ד

,  לצורך בניית המסבך ללא סמכים במבנה המקורי שהוספו6- ו5  ,4 המתאימות לקשתות ’6-ו

 .(f) 4.2 איור ראה

קשת , במכניזם שהתקבל, לכן,  מייצגת כוח חיצוני3במבנה המקורי קשת : קביעת חוליה מניעה). ה

 .(g) 4.2  איור ראה, מייצגת חוליה מניעה’3

ת נסובב את המכניזם שהתקבל כך שכל חוליה תהיה ניצב: קביעת שיפועי החוליות במכניזם). ו

 איור ראה,  במסבךII- וI במכניזם יתאימו לפאות II- וIלמוט המתאים במסבך המקורי וצמתים 

4.2 (h). 

 
 
 
 
 
 
 
 

     

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

(a)                                         (b)                                     (c)                                      (d)                 
 
 

 
 
 
 

  
 
 

     
                                 

 

(e)                                         (f)                                         (g)                                     (h)                      
   
 

 reciprocal דיאגרמת אמצעותמסבך בדואלי להדוגמה לקבלת מכניזם : 2.4איור 

)a (עם כוח חיצונימסבך ) .b (מסבך ללא סמכים שהתקבל ממסבך. (c) דיאגרמת reciprocal .(d) און שהיטלו פ

דיאגראמת (e) ). בצבע כחול(על הפאון ועל ההיטל מסומן החלק המתאים למסבך . הוא המסבך ללא סמכים

reciprocal ייחוס ה צומת הורדת לאחרO במקומוקבועיםהסמכים ה מיקוםו  .(f) מכניזם שהתקבל לאחר הורדת 

 . מכניזם הדואלי(h). ’3מניעה החוליה ה קביעת (g). '6, '5, '4קשתות 
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וכל זאת על בסיס , פוטנציאלים ניתן לקבל את אותו מכניזםהזרימות לגרף העל בסיס הדואליות בין גרף 

 . 3.4.5לים שהראנו בסעיף פוטנציאהזרימות לגרף ההדואליות בין גרף 

 

 

 

 

 

 

 

 

                         )                   b               (                                                                                     )  a( 

 

 

 

 

                          

      )d (                                                                                                           )   c( 

 גרף פוטנציאליםודואליות בין גרף זרימות המכניזם הדואלי ממסבך על בסיס הלקבלת  דוגמה: 3.4איור 

)a (עם כוח חיצונימסבך ) .b (ני במסבך  קשת מקור הזרימה בגרף מתאימה לכוח חיצו.גרף זרימות)בצבע כחול.( 

)c (קשת דואלית לקשת מקור הזרימה היא קשת מקור הפוטנציאלים .גרף הפוטנציאלים הדואלי )בצבע אדום.(  

)d (קשת מקור הפוטנציאלים בגרף מתאימה לחוליה המניעה במכניזם .הדואלימכניזם ה )בצבע אדום.( 
 

 .לי על ידי שימוש בפאון מקורי ופאון דואלי ניתן לראות את המעבר ממסבך למכניזם הדוא4.4באיור 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 
 
 

                                            (a)                                                                                        (b) 
  דואליאוןופ אוןמעבר ממסבך למכניזם הדואלי על ידי שימוש בפהתיאור : 4.4איור 

(a) מתאים החלק ה על הפאון וההיטל מסומן. פאון שההיטל שלו הוא מבנה בעל פאות סגורות שהתקבל ממסבך

 . מתאים למכניזם הדואליהחלק על הפאון הדואלי וההיטל שלו מסומן ה (b). )בצבע כחול (למסבך
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 lreciprocaניזם הדואלי למסבך בעזרת דיאגראמת  לקבלת מכ2 דוגמה 32.4.

 . 4.2.1נחזור על השלבים שפורטו בסעיף 

 

 

 

 

 

(a)                                                                                                              (b) 

                                                                                                                           

 

 

 

 

 

 

 

 

(c)                                                                                                               (d)    

 

 

 

 

 
                                  (e)                                                                                                               (f) 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

(g)                                                                                                               (h) 
 

 reciprocal דיאגרמת אמצעותדואלי למסבך בהלקבלת מכניזם   דוגמה :5.4איור 

(a) עם כוח חיצונימסבך ) .b (המסבך ללא סמכים שהתקבל ממסבך .(c) דיאגרמת reciprocal .(d)און  פ

 (e) ).בצבע כחול( החלק המתאים למסבך מסומן על הפאון וההיטל .שההיטל שלו הוא המסבך ללא סמכים

 מכניזם (f).  במקומוקבועיםהסמכים ה מיקום וOייחוס ה צומת הורדת לאחר reciprocalמת דיאגרא

 .מכניזם הדואליה (h). ’1חוליה מניעה ה קביעת (g). '12, '11, '10שהתקבל לאחר הורדת קשתות 
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השלבים לקבלת אותו מכניזם דואלי על בסיס שיטת הדואליות בין גרף הזרימות וגרף הפוטנציאלים 

 :3.4.5טה בסעיף שפור

 

 

 

 

 

 

 

 

 

                            (a)                                                                                              (b) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

                     

                               (c)                                                                                             (d) 

 

 פוטנציאליםהזרימות לגרף הדואליות בין גרף המסבך על בסיס למכניזם הדואלי ה תדוגמה לקבל: 6.4איור 

)a (עם כוח חיצונימסבך ) .b (קשת מקור הזרימה בגרף מתאימה לכוח החיצוני במסבך .גרף זרימות )ולבצבע כח.( 

)c (קשת דואלית לקשת מקור הזרימה היא קשת מקור הפוטנציאלים .גרף הפוטנציאלים הדואלי )בצבע אדום.(  

)d (קשת מקור הפוטנציאלים בגרף מתאימה לחוליה המניעה במכניזם .הדואלימכניזם ה )בצבע אדום.( 
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 .ימוש בפאון מקורי ופאון דואלי ניתן לראות את המעבר ממסבך למכניזם הדואלי על ידי ש4.7ר באיו

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
(a)                                                                                         (b) 

 
  דואליאון ופאוןמעבר ממסבך למכניזם הדואלי על ידי שימוש בפהתיאור : 7.4איור 

(a)מתאים החלק ה על הפאון וההיטל מסומן. א סמכים שהתקבל ממסבך פאון שההיטל שלו הוא המסבך לל

 .מתאים למכניזם הדואליהחלק על הפאון הדואלי וההיטל שלו מסומן ה (b). )בצבע כחול (למסבך
 

 reciprocal תמבך הדואלי למכניזם באמצעות דיאגר קבלת מס4.3

 

ל ממכניזם נתון ועל ידי שימוש כאן נתחי. 4.2נתבונן במקרה הפוך לזה שתיארנו בסעיף  זהבסעיף 

 . נבנה מסבך הדואליreciprocalבדיאגרמת 

 

 lreciprocaדואלי למכניזם באמצעות דיאגרמת המסבך ה  שלבי בניית13.4.

נוסיף קשתות למכניזם הנתון כך :  במצב סינגולריAssurהוספת קשתות למכניזם לקבלת מבנה   .א

 . מאמץ עצמי כל הקשתותיו פועלכלומר ב,  במצב הסינגולריAssurשנקבל מבנה  

כך שניצור בסיס הקשיח ולאחר , נחבר על ידי קשתות את סמכים הקבועים: הוספת בסיס הקשיח .ב

 .מכן נוריד את הסמכים

 מתאים כפי        reciprocalולכן ניתן לבנות לו , בשלב זה קיבלנו מסבך ללא סמכים שפועל בו מאמץ עצמי

 .שנעשה בשלב הבא

 על פי השלבים שפורטו בסעיף reciprocalנבנה דיאגרמת :  מתאימהreciprocalת בניית דיאגרמ .ג

2.2.3. 

 והבסיס Assur שאותם הוספנו למכניזם בזמן בנית המבנה reciprocal-הורדת הקשתות ב .ד

 את הקשתות שמתאימות לאותן הקשתות reciprocal-נוריד ב: והשמת סמכים הקבועים, הקשיח

והשמת סמכים הקבועים במקומות בהם הקשתות הבסיס ' ב-ו' שהוספנו למכניזם בסעיף א

 .מתחברים למסבך

5 
6 

7 8 
4 

2 

3 

1 

9 

10 
11 

12 

2 

1 

3 

4 

6 

5 

7 

8 

9 

12 11 

10 

G 
B 

C 

D 

E 

F 

A 

C 

B 
G 

A 

E 

F 

D 

1' 2' 
3' 

4' 
6' 

5' 

9' 

11' 
10' 

12' 

7' 8' 

1' 

2' 
3' 

4' 5' 

6' 7' 

8' 

9' 

10' 

11' 12' 

VII 

VI 

V 

IV 

III 

II 

I 

VII 

VI 

V 

IV 

III 

II 

I 



 46 
 

 

 שמתאימה לחוליה המניעה במכניזם reciprocal-קשת ב: קביעת קשת מתאימה לכוח חיצוני .ה

 .הופכת להיות כוח חיצוני במסבך

כך שכל מוט יהיה , נשים את המוטות של המסבך שיתקבל: קביעת שיפועים של המוטות במסבך .ו

 . לחוליה מתאימה במכניזם המקורי וכל צומת במכניזם יתאים לפאה מתאימה במסבך090-ב

 .ממנו התחלנוהמקורי  מסבך דואלי למכניזם נקבל

 

 lreciproca תדואלי למכניזם באמצעות  דיאגראמהלקבלת מסבך  1 דוגמה 23.4.

 .(a) 4.8איור בכמתואר , נתחיל לדוגמה מכניזם ארבעה מוטות

כך , ’6- ו’5, ’4נוסיף קשתות :  במצב הסינגולריAssurהוספת קשתות למכניזם לקבלת מבנה  ). א

,  שנקרא טריאדה במצב הסינגולריAssurונקבל מבנה ,  יפגשו בנקודה אחת'6- ו'3, '1שקשתות 

ת נסמן בצבע אפור לצורך זיהוי את אותן הקשתו. כלומר מצב שפועל מאמץ עצמי בכל הקשתותיו

 . (b) 4.8איור ראה , שנוספו

 '9- ו'8, '7נחבר בין סמכים קבועים על ידי קשתות : הוספת בסיס קשיח והורדת סמכים קבועים). ב

והתוצאה , לאחר מכן נוריד את הסמכים הקבועים. וניצור משולש שהוא מייצג בסיס קשיח

 של בסיס קשיח נסמן את הקשתות. שנקבל היא מבנה עם פאות סגורות שיש בו מאמץ עצמי

 .(c) 4.8איור ראה , בקווים מקווקווים

לכן , IV עד I- צמתים מ4- וD עד A- פאות מ4במבנה המקורי יש לנו :  מתאיםreciprocalית בנ ).ג

והקשתות במבנה המקורי  ,IV עד I- פאות מ4- וD עד A- צמתים מ4 נקבל reciprocal-ב

 .(d) 4.8יור  אראה, reciprocal-מקבילות לקשתות מתאימות ב

 והשמת סמכים Assur שהוספנו למכניזם בזמן בניית מבנה reciprocal-הורדת הקשתות ב). ד

 שהוספנו ’6- ו’5, ’4 שמתאימים לקשתות 6- ו5, 4 את הקשתות reciprocal-נוריד ב: קבועים

, D- וB ,Cונשים סמכים קבועים בצמתים , Assurעל מנת לקבל מבנה   ' למכניזם בסעיף א

 .(e) 4.8 איורבתואר כמ

לכן במסבך ,  במכניזם המקורי זוהי חוליה מניעה’3חוליה : קביעת קשת המתאימה לכוח חיצוני). ה

 .(f) 4.8איור ראה ,  מייצג כוח חיצוני3שהתקבל מוט 

נסובב את המסבך שהתקבל כך שמוטות יהיו ניצבות : קביעת שיפועים של המוטות במסבך). ו

 4.8איור ראה ,  במסבךII- וI במכניזם יתאימו לפאות II- וIזם וצמתים לחוליות מתאימות במכני

(g). 
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       (a)                                                   (b)                                                      (c)                            

              

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
                                                               (e)                                                                                     (d)   

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

                  (f)                                                  (g)                                                          (h)   
 

 reciprocalדואלי למכניזם באמצעות דיאגרמת ה מסבך קבלתדוגמה ל: 8.4איור 

(a)מכניזם ארבעה מוטות  .(b) הרחבה למבנה Assur-6- ו’5, ’4שהתקבל לאחר הוספת קשתות , טריאדה’ 

 מבנה שהתקבל לאחר איחוד של סמכים קבועים ב עצמימאמץ בו שפועל מסבך ללא סמכים (c). למכניזם הנתון

Assur  .(d) דיאגרמת reciprocal .(e) פאון . (f) מסבך שהתקבל לאחר הורדת קשתות שהוספנו על מנת להפוך 

 ’3 במסבך המתאים לחוליה 3 מסבך לאחר שמוט (g). ת הבסיסיי וקשתות שהוספנו בבנAssurמכניזם למבנה 

 . מסבך דואלי(h). הפך להיות כוח חיצוני, שהיא חוליה מניעה, במכניזם
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השלבים לקבלת אותו מסבך על ידי הפעלת שיטת הדואליות בין גרף זרימות לגרף פוטנציאלים שפורטה ו

 . 3.4.5בסעיף 

 

 

 

 

 

 

 

 

                                         (a)                                                                                        (b) 

 

 

 

 

 

                                         (с)                                                                                          (d) 

 

 דואליות בין גרף זרימות לגרף פוטנציאליםהדואלי למכניזם על בסיס הדוגמה לקבלת מסבך : 9.4איור 

(a)מכניזם ארבעה מוטות  .(b)רף פוטנציאלים ג .(c)גרף זרימות דואלי  .(d) דואלי מסבך. 
 

 . דואלי ניתן לראות את המעבר ממכניזם למסבך הדואלי על ידי שימוש בפאון מקורי ופאון4.10ר באיו

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 

 
 

                                    (a)                                                                                               (b) 
 

  דואליאון ופאוןמעבר ממכניזם למסבך הדואלי על ידי שימוש בפהתיאור : 10.4איור 

(a)כניזם  חלק שמתאים למעל הפאון וההיטל מסומן.  פאון שהיטל שלו הוא מסבך ללא סמכים שהתקבל ממכניזם

 . הדואליסבךחלק שמתאים למטל שלו מסומן על הפאון הדואלי וההי (b). )בצבע אדום(
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 reciprocal דיאגראמת אמצעותדואלי למכניזם בה לקבלת מסבך 2  דוגמה33.4.

 .4.3.1נחזור על השלבים שפורטו בסעיף 

 

 

 

 

 

 

                                      (a)                                                                                            (b) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

                                                                        

                              (d)                                                                                                        (c)                                                            

 

 

 

 

 

 

 
 
 

 
 
 
 
 

 

 (h)                 (g)                                        (f)                                          (e) 
 

 reciprocal דיאגרמת אמצעות למכניזם בדואליהדוגמה לקבלת מסבך : 11.4איור 

 (a)מכניזם .(b)מבנה הרחבה ל Assur-למכניזם הנתון’6 שהתקבלה לאחר הוספת קשת, טריאדה . 

(c) מבנהשהתקבל לאחר חיבור של סמכים קבועים ב, מאמץ עצמי שפועל בו מסבך ללא סמכיםAssur  לסמך 

 מסבך שהתקבל לאחר הורדת קשתות שהוספנו על מנת להפוך (f) . פאוןreciprocal .(e)  רמת דיאג(d). אחד

  במסבך1 מסבך לאחר שמוט (g).  וקשתות שהוספנו בבניית הבסיסAssur מבנהמכניזם למבנה שהוא 

 . מסבך דואלי(h). הפך להיות כוח חיצוני, שהיא חוליה מניעה,  במכניזם’1המתאים לחוליה 
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 :3.4.5שיטה של דואליות בין גרף זרימות וגרף פוטנציאלים שפורטה בסעיף הפעלת ה

 

 

 

 

 

 

 

 

 

                                       (a)                                                                                       (b) 

 

 

 

 

 

 

 

                                      (c)                                                                                          (d) 

 דואליות בין גרף זרימות לגרף פוטנציאליםהדואלי למכניזם על בסיס הדוגמה לקבלת מסבך : 2.14איור 

(a)מכניזם ארבעה מוטות  .(b)גרף פוטנציאלים  .(c)גרף זרימות דואלי  .(d) דואלי מסבך. 
 

 . ניתן לראות את המעבר ממכניזם למסבך הדואלי על ידי שימוש בפאון מקורי ופאון דואלי4.13ר באיו

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
                                   (a)                                                                                            (b) 

 

  דואליאון ופאוןמעבר ממכניזם למסבך הדואלי על ידי שימוש בפהתיאור : 13.4איור 

)a( חלק שמתאים על הפאון וההיטל מסומן. פאון שהיטל שלו הוא מסבך ללא סמכים שהתקבל ממכניזם 

 . הדואליסבךחלק שמתאים למעל הפאון הדואלי וההיטל שלו מסומן  (b). )בצבע אדום(כניזם למ
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 רקסיכום הפ 4.4

כאשר ליד כל נושא מובאת דוגמה קטנה , 2.1 נציג את תרשים הזרימה שראינו באיור 4.14 באיורלסיכום 

 .רלוונטית ומיקומו בפרק בו דיברנו עליו

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 4 כולל דוגמאות רלוונטיות ומיקומם בפרקזרימה של הנושאים התרשים : 4.14איור 
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 5פרק 

Parallel drawingוהדואליות  

 נכיר מושג זהבפרק ה.  והדואליות בין מסבכים ומכניזמיםreciprocal דווח על קשר בין דיאגרמת 2בפרק 
 parallel drawing הדואליות בין .reciprocalדיאגרמת ל הוא דואליונראה ש, parallel drawingשנקרא 

 וישות חדשה parallel drawing-מהירויות של צמתים ב הובילה לגילוי קשר בין reciprocal-ו
 parallelמהקשרים האלו התברר על קיום קשר בין . כוח בפאה, מדואליות בין מסבכים ומכניזמים

drawingכיוון ש, יתרה מזאת.  והדואליות בין מסבכים ומכניזמים-parallel drawing מייצג את 
 דיאגרמה הידועה בתיאורית מנגנונים קשר בינו לביןה מדווח בפרק זה על, המהירויות של המבנה

 למבנים מיוחדים parallel drawingלבסוף נראה שקיים קשר בין .  בבואת המהירויותומכניזמים ומכונה
 . Assur והמכונים מבני 2שהגדרנו בפרק 

 

  על פי תרשים הזרימההפרק תקציר 5.1

בפרק זה נדבר על שלושה נושאים . 2בר בפרק  של נושאים עליהם נד מתואר תרשים זרימה5.1באיור 

 . עיקריים שנפרט אותם כעת

 : 'שלב א

דיאגרמה זו היא . parallel drawing נראה שלכל מכניזם ניתן לבנות דיאגרמה שנקראת 1.א

 :מיקום חדש של הצמתים במכניזם כך שמתקיים

 parallel drawing-חוליות שנפגשו בצומת אחד במכניזם יפגשו גם בצומת אחד ב). 1

 . parallel drawing-ופאות שנחתכו במכניזם יחתכו גם ב

 .parallel drawing- בותמתאימה חוליות לות יהיו מקבילחוליות במכניזם). 2 

 .  מקבלים וקטורי מהירויות קוויות של צמתים במכניזםparallel drawing- מ2.א

ונעביר קווים בין ) קוטב(נקודה אחת  אם נאחד את וקטורי המהירויות הקוויות של הצמתים ל3.א

הוקטורים המתאימים לצמתים המחוברים על ידי חוליות במכניזם נקבל דיאגרמת מהירויות של 

 . (Maibie and Ovcvirk, 1963)המכניזם שנקראת בבואת מהירויות 

 .  מבבואת המהירויות נוכל לדעת את המהירויות הקוויות היחסיות של החוליות4.א

 הצגנו שמהדואליות בין מכניזמים ומסבכים מקבלים שמהירויות קוויות יחסיות 3 בפרק 5.א

אם יש לנו מהירויות קוויות יחסיות ניתן למצוא כוחות , לכן. מתאימות לכוחות הפועלים במוטות

 . הפועלים במסבך הדואלי

 מציגה parallel drawingכאשר ,  הן מערכות דואליותreciprocal- וparallel drawing-נראה ש: 'שלב ב

 .  את דיאגרמת הכוחותreciprocal-את דיאגרמת מהירויות של מבנה ו

 Assur ולכל מצב סינגולרי עבור מבנה e=2v-2 המקיים Assurנראה שלכל מצב כללי עבור מבנה : 'שלב ג

ום מכאן נובע שעקב קי. parallel drawing ודיאגרמת reciprocal ניתן לבנות דיאגרמת e=2v-3המקיים 

 כל המוטות parallel drawing- פועל מאמץ עצמי בכל המוטות ועקב קיום הAssur במבני recipocal-ה

 .  ניידיםAssur-במבני ה
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 5תרשים זרימה של הנושאים שיוצגו בפרק : 15.איור 
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2.5 parallel drawing 

 

הרעיון הבסיסי . Walter Whiteley (Whiteley, 1986)לה על ידי  התגparallel drawingהמושג 

קווים ומישורים , נתונה לנו קונפיגורציה של נקודותכי נניח .  הוא מאוד פשוט parallel drawingשל

 של הקונפיגורציה הנתונה הוא parallel drawing. ממוקמים באופן מסויםה (3D) במרחב תלת מימדי

 :  כך שמתקייםמיקום אחר של הנקודות

קווים הנפגשים בנקודה אחת בקונפיגורציה המקורית נפגשים גם בנקודה אחת המתאימה                .1

נחתכים בקונפיגורציה המקורית נחתכים גם והמישורים ה, בקונפיגורציה החדשה

 .בקונפיגורציה החדשה

תאימים ומישורים בקונפיגורציה החדשה יהיו מקבילים לקווים ומישורים מקווים  .2

 .בקונפיגורציה המקורית

 parallel drawingהוא , סוג אחד. שכמה מהם נציג כאן, parallel drawing ישנם סוגים שונים של 

 p'i=cכלומר מתקיים , שבו וקטורי המקומות החדשים של כל הצמתים מתלכדים בנקודה אחת, טריביאלי

כאשר , (dilation)תקבל מפעולת התרחבות  מparallel drawingסוג שני של . (a) 5.2באיור כמתואר 

, )סקלרα -מרכז קבוע כלשהו ו-p'i=α(pi-r)) rבפעולה זו וקטורי המקומות החדשים של הצמתים מקיימים 

שווה  αאם כל הנקודות של המבנה המקורי מתלכדים בנקודה אחת או סקלר . (c),(b) 5.2איור בכמתואר 

 parallelסוג נוסף של . (e),(d) 5.2 באיורכמתואר , תטריביאלי תהיה התרחבותאזי פעולת , לאפס

drawingכאשר כל וקטורי המקומות החדשים של הצמתים מקיימים ,  מתקבל מפעולת העתקהp'i=pi-t ,

 המתאים למבנה כלשהו מציג את המהירויות parallel drawing- הראה שWhiteley  .(f) 5.2 איורראה 

 ובבואת parallel drawing הקשר בין  על קיום בפרק הבאדווח נעל סמך זה. (Whiteley, 1986)שלו 

על בסיס . (Wilson and Sadler, 1993) למציאת מהירויות  בקינמטיקההידועה שיטה אחרת, מהירויות

 reciprocalנוכל גם להראות את הקשר בין דיאגרמת , 3הדואליות בין קינמטיקה וסטטיקה שהצגנו בפרק 

 .ל אותו המבנה שparallel drawing-ו

 

 

 

 

 

 

 

 



 55 
 

 

      

 

   

            (a)                                          (b)                                         (c)                                  (d) 

 

 

 

 

                                         (e)                                                         (f) 

 parallel drawingשונים של הסוגים תיאור ה: 25.איור 

 (a) parallel drawingטריביאלי  .(b)המבנה המקורי  .(c) parallel drawingהמתאים למבנה הנתון ב -(b) ,

מפעולת התרחבות שהתקבל , (b)- המתאים למבנה הנתון בparallel drawing (d). שהתקבל מפעולת התרחבות

נה שבו כל הקווים מתלכדים בנקודה  טריביאלי שהתקבל מהמבparallel drawing (e).  שווה לאפסαכשהסקלר 

 . שהתקבל מפעולת העתקהparallel drawing (f). אחת

 

 parallel drawing-ה שלבי הבנייה של 1.2.5

 .parallel drawingבסעיף הבא נפרט מהם השלבים לבניית 

 .נסמן באותיות את הצמתים ובמספרים מוטות המבנה:  צמתים ומוטות במבנה הנתוןסימון של .א

 .  באופן שרירותיןראשוהקום חדש של צומת יקביעת מ .ב

קום חדש ינקבע מ : ו לךסמוה דקום חדש של צומת אחי מבהינתן, קום חדש של צומתיקביעת מ .ג

 יהיה מקביל ,קומם החדשבמי הסמוכים  כל זוג הצמתיםקו המחבר ביןהכך ש, צומת הבאהשל 

 . למוט  המחבר את הצמתים במבנה המקורי

 נקבע: וסמוכים לה  או יותרצמתים   של שניבהינתן המיקום החדש, צומתלקום חדש יקביעת מ .ד

. צומת המטופלל ה זךנעביר קו מקביל למוט המחבר צומת סמוו ,ד אחךצומת סמולחדש  מיקום

 ךסמוהצומת ה  ביןנעביר קו מקביל למוט המחברו ,ני שךצומת סמול מיקום חדש נקבעלאחר מכן 

 את המיקום החדש של אלו מגדירההקווים החיתוך של שני הנקודת . צומת המטופלההשני ו

 . הצומת המטופל

, צומתהחדש של המיקום הוקטור נקרא , המיקום הקודם של הצומת למיקום החדש שלובין קו החיבור 

 . parallel drawingשל יםו קוהמקבילים שקיבלנו הם ויםקווה

שהם גם (כאשר נמצא את כל הקווים המתאימים מסתיים   parallel drawingניית ב תהליך  .ה

 .למוטות במבנה המקורי) מקבילים
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 parallel drawing-ה דוגמה לבנייה של 2.2.5

 . מתאיםparallel drawingונבנה לו  (a) 5.3איור מתואר בהניקח לדוגמה מבנה 

 את הצמתים F עד A-נסמן באותיות מ: מתים ומוטות במבנה הנתוןצסימון של  .א

 .(b) 5.3  איור את מוטות המבנה9 עד 1-ובמספרים מ

 Aצומת לנקבע באופן שרירותי מיקום חדש : A ןראשוהצומת החדש של ה מוקביעת מיקו .ב

 .(c) 5.3 איור

נקבע : A, בהינתן מיקומו החדש של צומת סמוך אחד, Bחדש של צומת ה מוקביעת מיקו .ג

 האלו קו המחבר בין הצמתיםהכך ש, A לצומת ך הסמוBחדש של צומת ה את מיקומו

 5.3איור  במבנה המקורי המחבר את הצמתים 1 יהיה מקביל למוט ,'1 ,במיקומם החדש

(d). 

נקבע : Bבהינתן מיקומו החדש של צומת סמוך אחת , Cחדש של צומת  ה קביעת מיקומו .ד

איור  2 יהיה מקביל למוט '2קו הכך ש, B לצומת ך הסמוCחדש של צומת ה את מיקומו

5.3 (e). 

- וA, בהינתן מיקומם החדש של שני צמתים סמוכים, D צומת עבורמציאת מיקום חדש  .ה

C :חדש של צומת המיקום מהA חדש של צומת המיקום ומה ,4 נעביר קו מקביל למוטC 

 האלו מגדירה מיקום חדש עבורקווים החיתוך של שני הנקודת . 3נעביר קו מקביל למוט 

. Dצומת ל שהתקבלה ונקבל וקטור מיקום חדשנקודה ה וDצומת ה בין נחבר. Dצומת 

 .(f) 5.3איור   parallel drawing- ב'4- ו'3בשלב זה קיבלנו גם קווים 

- וA, בהינתן מיקומם החדש של שני צמתים סמוכים, E צומת מציאת מיקום חדש עבור .ו

B :חדש של צומת המיקום מה, )ה(ו בשלב בדומה למה שעשינA 5 נעביר קו מקביל למוט, 

ת חיתוך שלהם מגדירה נקוד. 6 נעביר קו מקביל למוט Bחדש של צומת המיקום ומה

ך שהתקבלה זהו  ונקודת החיתוEוקטור המחבר בין צומת . E צומת מיקום חדש עבור

 parallel drawing - ב'6- ו'5קווים בשלב זה קיבלנו . E צומת וקטור מיקום חדש עבור

 .(g) 5.3איור 

, C, בהינתן מיקומם החדש של שלושה צמתים סמוכים, F צומת עבורמציאת מיקום חדש  .ז

Dו -E :חדש של צומת המיקום מהC חדש של צומת המיקום מה ,7 נעביר קו מקביל למוט

D ומהמיקום החדש של צומת , 8  נעביר קו מקביל למוטE 9 נעביר קו מקביל למוט .

 F המחבר בין צומת הקוו, F צומת עבורנקודת חיתוך שתתקבל מגדירה מיקום חדש 

,  '7 קווים נוספים לושהקיבלנו ש. F צומת עבורוקטור מיקום חדש  הוא חיתוךהת וונקוד

   .(h) 5.3איור  parallel drawing - ב'9- ו'8

 .(i) 5.3 באיור  שמתואר בצבע כחולparallel drawingבשלב זה קיבלנו  .ח

 מעלות נגד כיוון השעון את 90o-נסובב ב: צמתיםהחדש של ה יקוםמהסיבוב וקטורי  .ט

  אתונקבל, parallel drawingשקיבלנו במשך בניית , צמתיםהשל החדש   המיקוםוקטורי 

   .(j) 5.3 באיור מתוארים כחצים אדומיםהצמתים המהירויות של הוקטורי 
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(a)                                                  (b)                                                           (c)           

 

 

 

 

 

 

 

(d)                                                  (e)                                                             (f)                          

 

 

 

 

 

 

       (g)                                                   (h)                                                            (i) 

 

 

 

 

 

 

(j) 

 וקבלת מהירויות של צמתים עבור מבנה נתון parallel drawing בניית בשלבים תיאור ה: 35.איור 

 (a)המבנה המקורי . (b)סימון צמתים ומוטות במבנה  .(c) ן צומת ראשועבור קביעת מיקום חדש A .(d) קביעת 

, C צומת עבוריקום חדש  מציאת מA .(e) ד אחךבהינתן מיקום חדש של צומת סמו, B צומת עבורמיקום חדש 

חדש של הם מבהינתן מיקו, D צומת עבורמציאת מיקום חדש  B .(f) ד אחךחדש של צומת סמוה מהבהינתן מיקו

חדש של שני צמתים הם מבהינתן מיקו, E צומת עבורמציאת מיקום חדש  C. (g)- וA, שני צמתים סמוכים

 C ,D, חדש של שלושה צמתים סמוכיםהם מינתן מיקובה, F צומת עבור מציאת מיקום חדש B .(h)- וA, סמוכים
 בחצים אדומים מסומנים וקטורי (j).  המתאים למבנה המקוריparallel drawing בקווים כחולים מסומן E .(i)-ו

 . המהירויות של הצמתים
 
 
 
 
 

 

A 

E 
B 

D 

F 

C 

1 

2 

3 

4 

5 
6 

8 7 

9 

1' 

3' 

4' 
2' 

5' 
6' 

7' 8' 

9' 

A 

E 
B 

D 
F 

C 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

8 7 

9 

A 

E 
B 

D 

F 
C 

1 

2 

3 

4 

5 6 

8 7 

9 

A 

E 
B 

D 

F 

C 

1 

2 

3 

4 

5 6 

8 7 

9 

1' 

A 

E 
B 

D 

F 
C 

1 

2 

3 

4 

5 6 

8 7 

9 

D 

A 

E 
B 

F 

C 

1 

2 

3 

4 

5 
6 

8 7 
9 

2' 

1' 

A 

E 
B 

D 

F 

C 

1 

2 

3 

4 

5 
6 

8 7 
9 

3' 

4' 

1' 

2' 

4' 

3' 

9 

7 8 

6 

5 

4 

3 

2 

1 

C 

F 

D 

B 
E 

A 

1' 

2' 

6' 
5' 

A 

E 
B 

D 

F 

C 

1 

2 

3 

4 

5 
6 

8 7 

9 
7' 8' 

9' 

1' 

2' 

3' 

5' 
6' 

4' 



 58 
 

 

 מהירויותה ובבואת  parallel drawing-ה הקשר בין 5.3

 

ניקח מבנה כלשהו שניתן לבנות לו . בבואת מהירויותו parallel drawingקיים קשר בין כי  ראהבסעיף זה נ

parallel drawing .בבניית  ,כפי שנאמר לעיילparallel drawing כך , צמתיםל מיקום חדש תניםונ

. מחברים את אותם הצמתים בקונפיגורציה המקוריתהמקבילים למוטות , שהקווים המחברים אותם

ip-הצמתים במבנה המקורי בנסמן את וקטורי המיקום של 
r

וקטורים בין הצמתים המקוריים לבין ה  ואת

iu-ב  parallel drawing-הצמתים המתאימים ב
r

וקטורי הפרש בין כל שני וקטורים של אם נכפיל את . 

צמתים ה גם בגודל וגם בכיוון למוטות המחברים בין שווים אז נקבל שהם ,jσ בסקלרים צמתים סמוכים

 .מתארת את הקשר הזה שלהלן נוסחהה. מתאימים במבנה המקוריה

(5.1)                                           ( ) ( )mkkmmk uupp
rrrr

−σ=− 

 :כאשר

mk pp
rr

 . במבנה המקוריm- וk מוט המחבר שני צמתים סמוכים −

mk uu
rr

 .m- וkוקטורים של צמתים סמוכים ה וקטור ההפרש בין −

kmσסקלר. 

iu ם וקטורי אתנסובב
r

iV  נקראהמתקבלים נגד כיוון השעון ולוקטורים 90o-ב 
r

וקטורי אם נכפיל את . 

 םשווים בגודלשהם  אז נקבל, kmσבסקלרים הסמוכים צמתים הי חדשים בין כל שני וקטורההפרש ה

ת באופן ינרא(5.1) מכאן נוסחה . מתאימים במבנה המקוריהצמתים הוכיוונם ניצב למוטות המחברים בין 

 :הבא

(5.2)                                      ( ) ( )⊥−σ=− mkkmmk VVpp
rrrr

 

 :כאשר

mk VV
rr

mkוקטור הניצב לוקטור ההפרש − uu
rr

−. 

iV-אם נגדיר ש
r

mkאז נקבל שוקטור,  מהירויות הצמתים במבנה המקורי הם VV
rr

ניצב למוט  המחבר ה−

 . יחסית של אותו מוטהמהירות את ה מתאר m- וkבין צמתים 

 parallel drawing-כל קו ב. m-ו k את המיקום החדש של הצמתים 'm-ו 'k - בparallel drawing-נסמן ב

 וגודלו מוכפל  במבנה המקורי m-ו kמקביל למוט המחבר בין הצמתים  'm-ו 'kהמחבר בין הצמתים 

 .kmµבסקלר 

                                (5.3)( ) ( )m'k'kmmk qqpp
rrrr

−µ=− 

 :כאשר

( )m'k' qq
rr

 .parallel drawing - ב'm- ו'kצמתים ה  אתוקטור המחבר הינו −

 :אזי מכאן נקבל קשר הבא

                            (5.4)( ) ( )⊥−λ=− mkkmm'k' VVqq
rrrr
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יחסית של המוט המתאים ה שווה בגודל למהירות  parallel drawing- שקו בומרמהקשר הזה ניתן ל

 parallel drawingקיים קשר הדוק בין ,  יתרה מזאת. בכיווןו וניצב לkmλרי מוכפל בסקלר במבנה המקו

 . לבבואת המהירויות כפי שמתואר להלן

מהירויות של הצמתים כפי ה וקטורי מתקבליםמתאים למבנה הנתון ה parallel drawingלאחר בניית 

 לה סמנה שנהאלו ונמקם אותם באותה הנקודהורי המהירויות  ניקח את וקט.(a) 5.4איור שמתואר ב

, בקצה כל וקטור מהירות נרשום אות המציינת את הצומת בו המהירות המתאימה פועלת. p באות

 parallel-קווים בה המחוברים על ידי קצוות המתאימים לצמתים נחבר בין הכעת .(b) 5.4איור ב כמתואר

drawing . מקורי המבנהזוהי בעצם בבואת מהירויות המתאימה לנראה שיבלנו תמונה שקאם נתבונן ב .

 . (c) 5.4 באיורשלב זה מתואר 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

(a)                                                         (b)                                                  (c)                                  

 parallel - של הצמתים שקיבלנו מיםשלבים לקבלת בבואת מהירויות מוקטורי מיקום חדשתיאור ה :45.ר איו
drawing 

 .a- הינו בבואת המהירויות של המסגרת הנתונה בc-ניתן לראות כי האיור ב
 
 

עה  יש לו תנואזי,  מתאים parallel drawingהצלחנו לבנות לו ש מבנה כאשר יש, מכאן ניתן לומר כי 

 .כי ניתן לבנות לו בבואת מהירות, רגעית

 

 parallel drawing -ה וreciprocal-ה הקשר בין דיאגרמת 5.4

 

 parallel- הראנו ש5.3ובסעיף ,  מייצגת את הכוחות הפועלים במבנהreciprocal הראנו שדיאגרמת 2בפרק 

drawing90-אך הן מסובבות ב,  מייצג את מהירויותיוo .גם דיאגרמת תן לבנות לומבנה שני בהינתן 

reciprocal וגם parallel drawing ,נראה בסעיף הזה מהו הקשר ביניהן . 

- הראנו כי במבנה המתקבל מ5.2ובסעיף ,  שלוreciprocal- ראינו כי מבנה הינו דואלי לדיאגרמת ה2בפרק 

parallel drawingמכאן . לא שינוי גם הטופולוגיה של המבנה המקורי וגם כיווני הקווים נשארים ל

 . reciprocal- דואלי לparallel drawing-המסקנה שגם המבנה החדש המתקבל מ
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אך על ידי בניית מוטות ,  מייצג דיאגרמת כוחות הפועלים במבנהreciprocal, 2כאמור בפרק , מצד אחד

 לפי ,מצד שני.  ומפרקים על הקווים והצמתים שלו נקבל מסבך ללא סמכים אשר נמצא בשיווי משקל

Whiteley ,parallel drawingאך על ידי בניית חוליות ,  מייצג את המהירויות הקוויות של המבנה

 parallel drawing- וreciprocalמהדואליות בין .  ומפרקים על הקווים והצמתים שלו נקבל רגעית מכניזם

כי , אשונה כאן בתזהמכאן התגלה ומדווח לר. נובע כי לכל קו במערכת אחת מתאים קו במערכת השנייה

, parallel drawing- מתאימים למהירויות הקוויות היחסיות בreciprocalהכוחות הפועלים במוטות של 

 parallel- המתאים למהירויות הצמתים בreciprocal-נשאר לקבוע מהו המשתנה ב. 5.5באיור כמתואר 

drawing .לכל צומת ב, לכן. מערכת הדואליתלכל צומת במערכת מקורית מתאימה פאה ב, אנו יודעים כי-

parallel drawingמתאימה פאה ב -reciprocal . מכאן המסקנה החשובה שהתקבלה בתזה היא כי

 איורראה ,  הדואליreciprocal- מתאימות לכוחות בפאות של הparallel drawing-מהירויות הצמתים ב

5.6 . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

                                         (a)                                                                                      (b) 

 

 לכוחות במוטות של דיאגרמת parallel drawing-הקשר בין מהירויות הקוויות היחסיות בתיאור : 55.איור 

reciprocal 
(a)המהירויות הקוויות היחסיות של המוטות במבנה המקורי  .(b)  במוטות ההכוחות הפועלים-reciprocal 

 מתאימים למהירויות הקוויות היחסיות reciprocalהכוחות הפועלים במוטות של . (a)-נתון בההמתאים למבנה 
  .של המוטות במבנה המקורי

 

 

 

 

 

 

 

  

 

                                          (a)                                                                                        (b) 

 

 reciprocal לכוחות בפאות של דיאגרמת parallel drawing- הצמתים במהירויותהקשר בין תיאור : 65.איור 

(a)מהירויות של צמתים במבנה המקורי  .(b)  פועלים בפאות של ההכוחותreciprocalהמתאים למבנה המקורי  .

 . הצמתים במבנה המקורי מתאימים למהירויותreciprocalלים בפאות של פועההכוחות 
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  לדואליות בין מסבכים ומכניזמים parallel drawing-ה הקשר בין 5.5

 
 reciprocal-הכוחות הפועלים במוטות ה) 1: לפי הסעיף הקודם קיבלנו את הקשרים הדואלים הבאים

-הכוחות בפאות ה) parallel drawing ,2- ממתאימים למהירויות הקוויות היחסיות המתקבלות

reciprocalמתאימים למהירויות הקוויות של הצמתים מ -parallel drawing . 

 והדואליות בין מסבכים reciprocalאחת התוצאות שהתקבלה במשך העבודה הזו היא הקשר בין 

על . parallel drawing- וreciprocalבנוסף לכך הראנו בסעיף הקודם כי קיים קשר בין ). 3פרק (ומכניזמים 

 והדואליות בין מסבכים parallel drawingסמך שני הקשרים הללו ניתן לומר כי קיים גם קשר בין 

 . ומכניזמים

 נתון מכניזם ארבע (a) 5.7באיור .  והדואליותparallel drawingנציג דוגמה המתארת את אותו הקשר בין 

 בסוף 5.4כפי שהראנו בסעיף . (b) 5.7באיור כמתואר , parallel drawingבשלב הראשון נבנה לו . מוטות

, ניקח את הוקטורים הללו. (c) 5.7איור ראה , תהליך הבנייה מקבלים את וקטורי המהירויות של הצמתים

נמקם אותם בנקודה אחת שנקרא לה קוטב ונחבר בין אלה המתאימים לנקודות המחוברות במבנה 

 5.7באיור והיא מיוצגת , היא בבואת המהירויות המתאימה למכניזם הנתוןהתוצאה שמתקבלת . המקורי

(d) , מהבבואה אנחנו מקבלים בעצם את המהירויות . 2יש לשים לב שלצורך נוחות הוגדל השרטוט פי

כעת נחזור שוב למכניזם ונבנה לו מסבך . (e) 5.7איור ראה , הקוויות היחסיות של החוליות במכניזם הנתון

אם ניקח את המהירויות הקוויות .  ידי שימוש בדואליות בין גרף זרימות וגרף פוטנציאליםדואלי על

, (f) 5.7באיור כמתואר , שקיבלנו קודם ונתייחס אליהן כאל כוחות הפועלים במוטות המסבך הדואלי

המסקנה שניתן להסיק מכך היא שהמהירויות הקוויות של . נראה שהמסבך יהיה יציב מבחינה סטטית

 מתאימות לכוחות הפועלים במוטות parallel drawing-וליות במכניזם המקורי שאותן קיבלנו מהח

 . המסבך הדואלי

 

 

 

 

 
 
 
 

                (a)                                                      (b)                                                         (c) 
 
 
 
 
 
 
 
 

                 (d)                                                     (e)                                                          (f) 
  והדואליות בין מסבכים ומכניזמיםdrawingparallel תיאור הקשר בין : 7.5איור 

(a)מכניזם ארבע מוטות  .(b) parallel drawingהמתאים למכניזם  .(c)מהירויות הצמתים שהתקבלו מ -

parallel drawing .(d)בבואת מהירויות המתאימה למכניזם  .(e) מציאת מהירות קווית יחסית מהבבואת 

 .דואלי כוחות במוטות המסבך ה(f). המהירויות
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5.6 parallel drawingמבני ו Assur 

 

 קיימת קונפיגורציה מיוחדת שבה פועל מאמץ עצמי בכל Assurלאחרונה התגלה כי אך ורק למבנה 

 ,.Servatius, et al)סיבוב של כל אחד גורם לתזוזה של כל המבנה , דהיינו, המוטות שלה וכל מוט הוא נייד

ואמרנו ,  מייצג את מהירויות המוטות במבנהparallel drawing- הראנו ש5.4כיוון שבסעיף . (2006

 קיימת קונפיגורציה שניתן Assurאזי לכל מבנה ,  קיימת קונפיגורציה שבה המבנה הוא ניידAssurשלמבני 

 קיימת קונפיגורציה שניתן לבנות לה Assur הראנו שלמבנה 2בפרק . parallel drawingלבנות לה 

reciprocal , ו מצביע על כך שבמבנה ניתן להפעיל כוחות פנימייםכאשר קיומ . 

 קיימת קונפיגורציה מיוחדת שניתן לבנות לה גם דיאגרמת Assurכי לכל מבנה , נסכם הכול ביחד ונקבל

reciprocal וגם parallel drawing  . 

ת של מבנה הקונפיגורציה המיוחד). (a) 5.8איור ( הנקראת טריאדה Assurלהלן דוגמה המציגה את מבנה 

Assur 5.8 איור( נפגשים בנקודה אחת 7- ו3, 1 הבאה היא כאשר המשכי הקווים (b) .( זוהי הקונפיגורציה

 . (d) 5.8- ו(c) 5.8 יםבאיורכמתואר , reciprocal וגם parallel drawingשבה ניתן לבנות גם 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

  (b)                                                                                                                                  (a) 
 
 
 
 
 
 
 
 

(d)                                                                                                                                                     (c) 
 
 

  טריאדה במצבה הסינגולריAssur מבנה לreciprocal- וparallel drawingקבלת דוגמה ל: 85.ר איו

(a) מבנה Assur-טריאדה  .(b)7- ו3, 1שבו נפגשים המשכי הקווים ,  המצב הסינגולרי של טריאדה .(c) 

parallel drawingהמתאים לטריאדה הנתונה  .(d) reciprocalהמתאים לטריאדה הנתונה .   

 

 
 

 
 

 
 
 

 

 
 

A 

E 
B 

D 

F 
C 

2 

3 

4 

1 

8 9 

5 6 

7 

A 

E 
B 

F 

C 

2 

3 

4 

1 

8 
9 

6 

7 

D 

5 

A 

E 
B 

D 

F 

C 

3 

4 

1 

8 9 

5 6 

7 

2 

3' 

4' 

6' 

8' 

9' 

5' 
1' 

7' 

2' 



 63 
 

 

  הפרק סיכום5.7

כאשר ליד כל נושא מובאת דוגמה קטנה , 5.1 נציג את תרשים הזרימה שראינו באיור 5.9 באיורלסיכום 

 .רלוונטית ומיקומו בפרק בו דיברנו עליו

 

 

 5זרימה של הנושאים כולל דוגמאות רלוונטיות ומיקומם בפרק התרשים : 95.איור 
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 6פרק 

  מישורימכניזם דואלי למסבך לא

שאף קשת אינה חותכת -בעלי גרף מישורי( הצגנו דואליות בין מסבכים ומכניזמים מישוריים 3בפרק 
 לא קונפיגורציות כשמדובר על ,אבל.  בין גרף זרימות וגרף פוטנציאליםסת על דואליותבוס שמ,)אחרת

 הידועה Bow's notationעל בסיס שיטת .  באופן ישיר לא ניתן להשתמש בדואליות הזו,ותמישורי
וכעת היא אינה מוגבלת רק , הורחבה כאן בתזה הדואליות בין מסבכים ומכניזמים, בסטטיקה גרפית
לכן שיטת הכוח בפאה למציאת מצבים מתים במכניזמים תקפה כעת גם למכניזמים , לגרפים מישוריים

 . לא מישוריים
  

 

 ם והדואליות בין מסבכים ומכניזמיBow's notationשיטת  6.1

 

פרק (שימוש בדואליות בין מסבכים ומכניזמים המבוססת על דואליות בין גרף זרימות וגרף פוטנציאלים 

כאשר בתזה נקרא להם מסבכים ומכניזמים , באופן ישיר נותן מענה לקונפיגורציות בעלי גרף מישורי) 3

 הידועה בספרות Bow's notationעל ידי שימוש בשיטת , בעבודה זו נציג בפעם הראשונה כי. מישוריים

(Cremona, 1890)ניתן לקבל מכניזם דואלי גם למסבך לא ,  והדואליות בין גרף זרימות וגרף פוטנציאלים

 . מישורי

 

 Bow's notation שיטת 1.16.

 ,Cremona)- ולהרחבה בנושא הזה ניתן להיעזר בBow's notationבסעיף הזה נסביר בקצרה על שיטת 

ת להמרת כל מסבך למסבך אקוויוולנטי על ידי הוספת מפרק או מספר מפרקים שיטה זו משמש. (1890

כוחות הפועלים במסבך המקורי ,  ניתן לראות כי6.1באיור . חדשים בנקודות חיתוך של מוטות במבנה

זהה לכוחות (a)   במסבך 5הכוח שפועל במוט , רואים כי. זהים לאלה שפועלים במסבך האקוויוולנטי

 זהה לכוחות הפועלים (a) במסבך 6הכוח שפועל במוט , בצורה דומה. (b) במסבך 52- ו51ת שפועלים במוטו

ששיטת , לכן המסקנה היא,  שווה לאפסEסכום כוחות הפועלים במפרק . (b) במסבך 62- ו61במוטות 

Bow's notationאינה פוגעת ביציבותו של המסבך וגם הכוחות נשארים ללא שינוי  . 

 

 

 

 

 
                                           (b)                                                                 (a)             

 

 ow's notationB שיטהדוגמה להפעלת ה: 16.איור 

(a) נחתכים6- ו5 מסבך ללא סמכים שבו שני מוטות  .(b) המרה של המסבך ללא סמכים המקורי למסבך 

  .eלנטי על ידי הוספת מפרק חדש אקוויוו
 

 

  Bow's notation לא מישורי באמצעותדואלי למסבך ה מכניזם  שיטה לקבלת2.16.

 :כדי לבנות לו מכניזם דואלי יש לעשות שלבים הבאים. נניח כי נתון מסבך לא מישורי

 .  לקבלת מסבך האקוויוולנטיBow's notationהפעלת שיטת ). א
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כלומר ,  אינה משנה את תכונותיוBow's notationמסבך האקוויוולנטי באמצעות המרת המסבך המקורי ל

 . אזי גם האקוויוולנט שלו יהיה יציב סטטית, אם המסבך המקורי יציב סטטית

 . בניית גרף זרימות מתאים למסבך האקוויוולנטי). ב

 . בניית גרף פוטנציאלים דואלי). ג

, אף על פי שהמכניזם שיתקבל דואלי למסבך האקוויוולנטי. יםקבלת מכניזם דואלי מגרף הפוטנציאל). ד

וגם להעביר מידה מתחום אחד לתחום , ניתן לקבוע על פיו מהן התכונות וההתנהגות של המסבך המקורי

 אינה משנה את התכונות של המסבך ואינה מחסירה את Bow's notationשיטת , ניתן לעשות זאת כי. אחר

 בעל Bow's notationהמסבך האקוויוולנטי המתקבל בשיטת ,  את העובדה כילהמחישכדי . המידה עליו

באיור . לצורך הפשטת הבעיה, נציג דוגמה קטנה עם מסבך מישורי, תכונות זהות לאלה של המסבך המקורי

6.2 (a) באמצעות  . נחתכים4- ו2 מתואר מסבך מישורי שבו מוטותBow's notation נבנה למסבך זה 

כעת על ידי שימוש בדואליות בין מסבכים ומכניזמים . (b) 6.2באיור ולנטי שלו כמתואר מסבך האקוויו

 מתואר המכניזם הדואלי למסבך (c) 6.2באיור  .נבנה לכל אחד מהמסבכים את המכניזם הדואלי שלו

 .  המכניזם הדואלי למסבך האקוויוולנטי(d) 6.2 באיורהמקורי ו

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

(a)                                                                             (b) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

(c)                                                                             (d) 
 

 דואלים למסבך המקורי ולמסבך האקוויוולנטיהדוגמה לקבלת מכניזמים : 2.6איור 

(a) מסבך מקוריה .(b) האקוויוולנטי שהתקבל בסבך מה-s notation‘Bow .(c) דואלי למסבך המכניזם ה

 .האקוויוולנטידואלי למסבך המכניזם ה (d). המקורי
 

אף על פי שבמכניזם שהתקבל ,  בעלי תכונות דומות(c,d)ניתן לראות שהמכניזמים הדואלים שהתקבלו 

 במסבך 4- ו2כתוצאה מחלוקת המוטות , )2’2-4‘2(התווספה דיאדה , s notation‘Bow ,(d)למסבך עם 
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(b) . במכניזם 3‘חוליה , לדוגמה(אם נתבונן במהירויות של החוליות המתאימות בשני המכניזמים (c) 

 . נראה שהמהירויות שלהן זהות) (d) במכניזם 3‘וחוליה 

 

  Bow's notationדואלי למסבך לא מישורי באמצעות הדוגמה לקבלת מכניזם  3.16.

 .   לקבלת מכניזם דואלי6.1.2נפעיל את השלבים שפורטו בסעיף .  מתואר מסבך לא מישורי(a) 6.3 באיור

 

 

 

 

 

 

 

 

 

(a)                                                                                 (b)       

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

(d)                                                                                                  (c) 

 

 

 

 

 

 

 

 

                                                                                       (e) 

 דואלי למסבך לא מישוריהשלבים לקבלת מכניזם : 3.6איור 

(a) 10- ו8 מסבך לא מישורי שבו נחתכים מוטות . (b)אקוויוולנטי שהתקבל כתוצאה מהפעלת שיטת ךב מס 

Bow's notation ,שבה התווסף צומת במקום חיתוך של המוטות וכל מוט התחלק לשני מוטות נוספים .(c) גרף 

 .  מכניזם דואלי למסבך האקוויוולנטי(e).  גרף פוטנציאלים דואלי(d). זרימות המתאים למסבך האקוויוולנטי
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 אה במכניזמים לא מישוריים הרחבת שיטת הכוח בפ6.2

 

 אחרונות דווח בספרות על שיטת הכוח בפאה למציאת מצבים מתים של מכניזמים מישורייםבשנים 

(Shai and Polansky, 2005) .בסעיף הזה נרחיב את השיטה הזו גם למכניזמים לא מישוריים . 

ו מוטת נחתכים למסבך  הופכת מסבך שקיימים בBow's notationשיטת , 6.1.1כפי שהוסבר בסעיף 

. מבלי לשנות את התכונות והכוחות של המסבך המקורי, האקוויוולנטי שבמקום החיתוך יופיע מפרק

 הראנו שניתן להשתמש בשיטה הזו להפיכת מסבכים לא מישוריים למסבכים מישוריים 6.1.2בסעיף 

ולכן ניתן , וה רגעית מסבךמכיוון שבמכניזם במצב מת פועלים כוחות במוטות הוא מהו. האקוויוולנטים

במציאת מצב סינגולרי של מכניזם לא , מכאן ניתן לסכם כי. Bow's notationלהפעיל עליו את שיטת 

ורק אז נפעיל עליו שיטת הכוח , Bow's notationראשית נהפוך אותו למישורי באמצעות שיטת , מישורי

 . בפאה

גולרי למכניזם לא מישורי בשיטת הכוח בפאה  מובאת דוגמה המתארת את מציאת מצב סינ6.4באיור 

 .  המורחבת

 

 

 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

                                     (b)                                                                                                  (a)          
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

                      (d)                                                                                                    (c) 
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    (f)                                                                                                     (e) 

 דוגמה למציאת מצב סינגולרי למכניזם לא מישורי באמצעות שיטת הכוח בפאה המורחבת : 46.איור 

 (a)מכניזם לא מישורי .(b)שהתקבל מ,  מכניזם אקוויוולנטי מישורי-Bow's notation .(c)  מציאת כיוון הכוח

 קיום תנאי של חיתוך המשכי שלוש חוליות (d) ).2ון הכוח מקביל לחוליה כיו(המופעל על ידי חוליה מניעה 

 המרה (f).  המצב הסינגולרי של המכניזם האקוויוולנטי(e)).  נחתכות בנקודה אחת8- ו4, 2חוליות (בנקודה אחת 
  .וקבלת המצב הסינגולרי של המכניזם הלא מישורי, בחזרה למכניזם לא מישורי
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 7פרק 

 
 ומכניזמים על בסיס דואליות בין גרף זרימות קווי pillar systemsדואליות בין 

FLGR וגרף פוטנציאלים קווי PLGR  

 
שנבעה מהדואליות בין גרף זרימות , בפרקים הקודמים דיברנו על הדואליות בין מסבכים ומכניזמים

(FGR) וגרף פוטנציאלים (PGR) .דון  בסוג אחר של דואליות המבוססת אף היא על בפרקים הבאים נ
הנובעת הפעם מהדואליות בין גרף ,  ומכניזם(pillar system)בין מערכת פלטות ומוטות , תורת הגרפים

 . PLGR) (  וגרף פוטנציאלים קווי(FLGR)זרימות קווי
   

  תקציר הפרק על פי תרשים הזרימה7.1

 .הפרק מחולק לשלושה שלבים. 7ם שנדבר עליהם בפרק נושאי תרשים זרימה של מיוצג 7.1באיור 

 נראה שעל בסיס הדואליות בין גרף זרימות קווי וגרף פוטנציאלים קווי נובע קיום דואליות בין: 'שלב א

pillar systemמסוים סטטי למכניזם בעל דרגת חופש אחת  . 

  זרימות קווי מסוים סטטי ניתן להציג באמצעות גרףpillar system נראה כי כל 1.א

(Flow Line Graph Representation) , כאשר כל מוט ייוצג על ידי קשת בגרף וכל פלטה על ידי

 . כוח חיצוני שפועל במסבך ייוצג באמצעות קשת מקור זרימה בגרף. צומת בגרף

  נראה כי כל מכניזם בעל דרגת חופש אחת ניתן להציג באמצעות גרף פוטנציאלים קווי2.א

(Potential Line Graph Representation) , כאשר נציג כל חוליה במכניזם על ידי צומת בגרף וכל

קשת המחברת בין צומת שמתאים לחולית אדמה וצומת . מפרק במכניזם על ידי קשת בגרף

 . שמתאים לחוליה מניעה תהיה קשת מקור הפוטנציאלים בגרף

 .יצוגים דואלים נראה שגרף זרימות קווי וגרף פוטנציאלים קווי הם י3.א

 מסוים סטטי דואלי pillar system מהדואליות בין גרף זרימות לגרף פוטנציאלים  נקבל שגם 4.א

 מתאימים pillar system-כאשר כוחות במוטות ומומנטים ב, למכניזם בעל דרגת חופש אחת

 . בהתאמה, למהירויות זוויתיות יחסיות ומהירויות קוויות של חוליות במכניזם

המכונה כוח ,  בסטטיקהחדשמשתנה נוסף נגדיר  ומכניזם pillar systemעל סמך הדואליות בין : 'שלב ב

נראה . שהזכרנו בפרקים קודמים, שהוא בעל תכונות זהות למשתנה כוח בפאה, pillar systemבפאה של 

 . שכוח במרחב דואלי למהירות זוויתית מוחלטת של חוליה

 . נראה שבדומה לכוח בפאה גם הוא מגדיר לנו קו שווה מומנט, לאחר שהצגנו כוח במרחב: 'שלב ג
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 7תרשים זרימה של הנושאים שיוצגו בפרק : 17.איור 
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  באמצעותוpillar system- גרף זרימות קווי וייצוג ה7.2

 
pillar system ת על ידי מוטות ועליה פועל כוח חיצוניהיא מערכת סטטית הבנויה מפלטות המחוברו .

 . דהיינו סכום הכוחות והמומנטים הפועלים על כל פלטה שווה לאפס, מערכת זו בשיווי משקל

, בסעיף הזה נדבר על ייצוג גרפי אחר. (FGR) הראנו שניתן לייצג כל מסבך באמצעות גרף זרימות 3בפרק 

 וגרף (FGR)שהוא שילוב של גרף זרימות , (Shai and Penock, 2006) (FLGR) גרף זרימות קוויהמכונה 

 בשיטת ההצגה של (FGR) שונה מגרף זרימות (FLGR)גרף זרימות קווי . (Shai, 2001c) (LGR)קווי 

 קשתות היו מתאימות לאלמנטים במערכת וצמתים לקשרים (FGR)אם בגרף זרימות . המערכת ההנדסית

נראה איך בעזרת גרף זרימות קווי  .  ההיפך הוא נכון(FLGR)אזי שבגרף זרימות קווי , פנימיים שלהם

 . pillar systemניתן לייצג 

 

 Flow Line Graph Representation גרף זרימות קווי 1.27.

 . (FGR) דומה להגדרה של גרף זרימות (FLGR)ההגדרה של גרף זרימות קווי 

כך , שר ניתן להגדיר זרימות בכל קשתות הגרףכא, Gהוא גרף מכוון  (Flow Line Graph) גרף זרימות קווי

 ניתן לייצג מערכות הנדסיות FLGRבאמצעות גרף זרימות קווי ). 3.2.1סעיף (שהן יקיימו חוק זרימות 

. Stewartפלטפורמת , לדוגמה, קורות ורובוטים מקבילים, (Pillar system)מערכת פלטות ומוטות : כגון

 .pillar systemרפי זה על מנת לייצג במסגרת העבודה הזו נשתמש בייצוג ג

 

  באמצעות גרף זרימות קוויpillar system- ייצוג ה2.27.

כאשר הפלטות והמוטות במערכת מיוצגים על ידי ,  ניתן לייצג באמצעות גרף זרימות קוויpillar systemכל 

 .  של הגרףאת הכוחות הפועלים במוטות נייצג על ידי זרימות בקשתות. בהתאמה, צמתים וקשתות

pillar systemכיוון שהכוחות . לכן גם הזרימות בגרף יהיו תלת מימדיות,  היא מערכת תלת מימדית

 .הם מקיימים את חוק הזרימות, במוטות מתאימים לזרימות בקשתות הגרף

 

 pillar system- שלבי בניית גרף הזרימות הקווי ל3.27.

בניית טופולוגיה : חלק את הבנייה לשני שלבים עיקרייםגם כאן נ, (FGR)בדומה לבנייה של גרף זרימות 

בשלב שני נוסיף . שמתארת חיבור של מוטות לפלטות ומיקום פעולת כוח חיצוני, pillar system-של ה

כלומר , שיפועים של כוחות הפועלים במוטות(שמתארת שיפועים של מוטות , גיאומטריה של המערכת

 . ושל כוח חיצוני) כיוונים

 :טופולוגיהבניית 

 .צומת ייחוס-שיקרא, הפלטה הנייחת מיוצגת על ידי צומת מיוחד .א

 .כל פלטה מיוצגת על ידי צומת בגרף .ב

כאשר שני צמתי הקצה של הקשת מתאימים לשתי הפלטות , כל מוט מיוצג על ידי קשת בגרף .ג

 . שהמוט מתחבר אליהן

 לבין הצומת המתאים לפלטה כוח חיצוני נייצג כקשת עם מקור זרימה המחברת בין צומת הייחוס .ד

 . שעליה הוא פועל
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 :הוספת גיאומטריה

 .קביעה שרירותית של כיווני קשתות הגרף .א

.  קביעת שיפועי המוטות שהינם למעשה הכוחות הפועלים במוטות והשיפוע של הכוח החיצוני .ב

 X-השיפוע נקבע כאשר אנחנו נמצאים בצומת הזנב של הקשת המתאימה ומודדים הזווית מציר ה

 .החיובי עד לקשת  בכיוון נגד כיוון השעון

 

 pillar system- דוגמה לבניית טופולוגית גרף הזרימות הקווי ל4.27.

 

 

 

 

 

 

 

 

 
       (b)                     (a) 

 
 

 וגרף זרימות קווי המתאים לו pillar system: 2.7איור 
 

  גרף פוטנציאלים קווי וייצוג מכניזם באמצעותו7.3

 

 על הייצוג של מכניזמים באמצעות גרף 3סף לייצוג מסבכים באמצעות גרף זרימות דיברנו גם בפרק בנו

 (PLGR)המכונה גרף פוטנציאלים קווי , בסעיף הזה נציג ייצוג גרפי נוסף. (PGR)פוטנציאלים 

(Shai and Penock, 2006) ,זהו שילוב גרף פוטנציאלים קווי. ונראה איך באמצעותו ניתן לייצג כל מכניזם 

הצמתים שלו מתאימים , בדומה לגרף זרימות קווי. (LGR) וגרף קווי (PGR)של גרף פוטנציאלים 

 . לאלמנטים במערכת וקשתות לקשרים פנימיים שלהם

 

  Potential Line Graph Representation  גרף פוטנציאלים קווי1.37.

כאשר ניתן להגדיר פוטנציאלים בכל  , Gכוון  הוא גרף מ(Potential Line Graph) גרף פוטנציאלים קווי

 ).3.3.1סעיף (כך שהפרשי הפוטנציאלים בקשתות הגרף יקיימו את חוק הפוטנציאלים , צמתי הגרף

רובוטים טוריים , מכניזמים:  ניתן לייצג מערכות הנדסיות כגוןPLGRבאמצעות גרף פוטנציאלים קווי 

 .  של מכניזמיםבעבודה זו נתמקד בייצוג. ומערכות פלנטריות

 

  ייצוג מכניזם באמצעות גרף פוטנציאלים קווי2.37.

כאשר החוליות והמפרקים שלו מיוצגים על ידי , כל מכניזם ניתן לייצג באמצעות גרף פוטנציאלים קווי

 . בהתאמה, צמתים וקשתות

בדל בין גרף הה. הפרשי פוטנציאלים בקשתות הגרף מייצגים את המהירויות הזוויתיות היחסיות במכניזם

הצמתים בגרף מתאימים לחוליות ,  הוא שבאחרוןPLGR וגרף פוטנציאלים קווי PGRפוטנציאלים 
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לכן גם וקטורי הפרשי , מכניזם הוא מערכת דו מימדית. במכניזם וקשתות למפרקים המחברים ביניהן

תאימות להפרשי כיוון שהמהירויות הזוויתיות היחסיות של המכניזם מ. פוטנציאלים יהיו דו מימדיים

 .הם מקיימים את חוק הפוטנציאלים, הפוטנציאלים בקשתות

 

  שלבי בניית של גרף הפוטנציאלים הקווי למכניזם3.37.

 :בניית טופולוגיה

 . צומת ייחוס-שיקרא, חולייה נייחת מיוצגת על ידי צומת מיוחד .א

 .כל חוליה מיוצגת על ידי צומת בגרף .ב

 .כל מפרק מיוצג על ידי קשת בגרף .ג

תהיה קשת עם מקור , קשת המחברת בגרף בין הצומת שמתאים לחוליה המניעה וצומת הייחוס .ד

 . פוטנציאלים

 :הוספת גיאומטריה

 .קביעה שרירותית של כיווני הקשתות של הגרף .א

 . קביעת שיפועי  המהירויות הזוויתיות היחסיות הקימות בכל המפרקים .ב

 

 ם הקווי למכניזם דוגמה לבניית טופולוגית גרף הפוטנציאלי4.37.

 

 

 

 

 

 

 

 

                                            

(a)                                                                                                 (b) 

 

 מכניזם וגרף פוטנציאלים קווי המתאים לו: 3.7איור 
 

 ומכניזמים על בסיס הדואליות בין גרף זרימות קווי pillar systems- הדואליות בין ה7.4

 וגרף פוטנציאלים קווי

 

 מסוים סטטי וגרף פוטנציאלים קווי pillar system-בסעיפים הקודמים בנינו גרף זרימות קווי המתאים ל

ששתי מערכות אלו הן , בסעיף זה נראה על בסיס דואליות מתורת הגרפים. למכניזם בעל דרגת חופש אחת

 . רכות דואליותמע

 
  דואליות בין גרף זרימות קווי לבין גרף פוטנציאלים קווי1.47.

 זהה להגדרת הדואליות (PLGR) וגרף פוטנציאלים קווי (FLGR)הגדרת הדואליות בין גרף זרימות קווי 

 זרימות בקשתות של גרף הזרימות הקווי). 3.4.5ראה סעיף  (PGR וגרף פוטנציאלים FGRבין גרף זרימות 
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מכאן נובע שגרף הדואלי , שקולות להפרשי פוטנציאלים בקשתות של גרף הפוטנציאלים הקווי הדואלי

. וגרף הדואלי לגרף פוטנציאלים מקיים את חוק הזרימות, לגרף זרימות מקיים את חוק הפוטנציאלים

, וגונלים הם אורטPGR- וFGRהייצוגים הגרפים  , להבדיל מגרף זרימות קווי וגרף פוטנציאלים קווי

זרימות , לעומת זאת. דהיינו זרימות בגרף זרימות מאונכות להפרשי פוטנציאלים בגרף פוטנציאלים

 . מקבילים, והפרשי הפוטנציאלים בקשתות של גרף הזרימות הקווי וגרף הפוטנציאלים הקווי בהתאמה

 

  ומכניזמיםpillar systems- דואליות בין ה2.47.

 באמצעות גרף זרימות קווי ואת pillar system-ניתן לייצג את ה, ראשית. נסכם מה שנאמר עד כה

-מכאן ניתן להסיק שה. הראנו שהגרפים האלו דואלים, שנית. המכניזם באמצעות גרף פוטנציאלים קווי

pillar systemאם הזרימות בקשתות של גרף הזרימות הקווי מייצגות כוחות הפועלים .  דואלי למכניזם

 במוטות

והפרשי הפוטנציאלים בקשתות גרף הפוטנציאלים הקווי מייצגים מהירויות זוויתיות , pillar system- ה

וכיוון שהזרימות בקשתות של גרף הזרימות הקווי מתאימות להפרשי הפוטנציאלים , יחסיות במכניזם

 pillar system-ניתן לומר שכוחות הפועלים במוטות ה, בקשתות של גרף הפוטנציאלים הדואלי לו

 ומכניזם שדואלים pillar system מתוארים 7.4באיור . אימים למהירויות זוויתיות יחסיות במכניזםמת

 . אחד לשני

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  (b)                                                                                       (a) 

 

  דואלים ומכניזםpillar system: 4.7איור 

(a)ם ארבעה מוטות מכניז .(b) pillar systemדואלי . 
 

 pillar system-בפאה וכוח  3.47.

 בסעיף הקודם ראינו כי מהירויות זוויתיות יחסיות במכניזם דואליות לכוחות הפועלים במוטות של 

למה דואליות המהירויות הזוויתיות המוחלטות של החוליות , נשאלת השאלה.  הדואליpillar system-ה

אשר הוא דואלי , pillar systemפאה של כוח בבתזה מדווח לראשונה על משתנה חדש המכונה ? במכניזם

כמו לכל כוח יש ). 3.5.1סעיף (כוח בפאה של  דומה בתכונותיו לכוח בפאה . למהירות הזוויתית המוחלטת

קו הפעולת מכאן מקבלים ש. ולכן המומנט שהוא יוצר עליו שווה לאפס, לו קו פעולה שלאורכו הוא פועל

הכוחות , בדומה למסבכים. שהפעם הוא קו מרחבי, )3.5.3סעיף (הכוח במרחב זהו קו שווה מומנט מוחלט 

לכל זוג כוחות בפאות קיים קו שעליו הם יוצרים . במוטות שווים להפרשים בין הכוחות בפאות הסמוכות

 . קו זה מכונה קו שווה מומנט יחסי. מומנט זהה
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 pillar systems-וספים בין מכניזמים ו קשרים דואלים נ4.47.

נקודות החיבור בין החוליות במכניזם ,  לדוגמה.pillar system-נקודה במכניזם מתאימה לקו ב). 1

 .pillar system-מתאימות לקווים שלאורכם עוברים המוטות ב

 מיוצגות על ידי קשר זה נובע מכך שחוליות במכניזם. pillar system-חוליה במכניזם מתאימה לפאה ב). 2

 ובגרף זרימות קווי דואלי צמתים מתאימים לפאות המייצגות פאות, צמתים בגרף פוטנציאלים קווי

 . pillar system- ב

מהירות קווית של חוליה בנקודה : pillar system- למומנטים במהירויות קוויות במכניזם דואליות. )3

כפול ) מהירות זוויתית מוחלטת= תית של חוליה מהירות זווי(זוויתית שלה ה שווה למהירות כלשהי

על קו  מפעיל פאהמומנט שכוח ב.  החוליה שווה לאפס ועד לנקודה הרצויההנקודה שבה מהירותמרחק מה

 .  שווה לכוח כפול מרחק מקו פעולתו עד לקו הרצויpillar system-כלשהו ב

 . pillar system-ות במהירויות זוויתיות מוחלטות במכניזם דואליות לכוחות בפא). 4

 

  דואלי ממכניזם pillar system שלבים לבניית 5.47.

כאשר השיטה מבוססת על ,  דואלי ממכניזםpillar systemבסעיף הבא נפרט מה הם השלבים לקבל 

 .7.4.1הדואליות שהצגנו בסעיף 

 .נניח שנתון מכניזם

 .אים למכניזם הנתוןנבנה גרף פוטנציאלים קווי המת: בניית גרף פוטנציאלים קווי .ד

נבנה גרף זרימות קווי כך שיהיה דואלי לגרף הפוטנציאלים הקווי שקיבלנו : יבניית גרף דואל .ה

 . 'בסעיף א

 מתאים שהוא דואלי pillar systemמגרף הזרימות הקווי נבנה :  דואליpillar systemקבלת  .ו

 . למכניזם המקורי
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  דואלי ממכניזםystempillar s דוגמה לבניית 6.47.

 .  ממכניזםpillar systemנראה בדוגמה הבאה את קבלת 

 

 

 

 

 

 

 

 
(a)                                                                                     (b) 

 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 

(c)                                                                                      (d) 
 

  PLGR- וFLGR ממכניזם על בסיס הדואליות בין pillar system  דוגמה לקבלת: 57.איור 
(a)מכניזם ארבעה מוטות  .(b)גרף פוטנציאלים קווי המתאים למכניזם ב -(a) .(c) גרף זרימות קווי דואלי לגרף 

 .(c)-זרימות קווי שמיוצג ב המתאים לגרף pillar system (d). (b)-פוטנציאלים קווי ב
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  הפרק סיכום7.5

כאשר ליד כל נושא מובאת דוגמה קטנה , 7.1 נציג את תרשים הזרימה שראינו באיור 7.6 באיורלסיכום 

 .רלוונטית ומיקומו בפרק בו דיברנו עליו

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 7כולל דוגמאות רלוונטיות ומיקומם בפרק זרימה של הנושאים התרשים : 67.איור 
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 8פרק 

 דואליות בין מושגים בקינמטיקה וסטטיקה

 
בפרק זה נשתמש .  הצגנו את הדואליות בין גרף הזרימות הקווי וגרף הפוטנציאלים הקווי7בפרק 

ים שווי מומנט ומכאן נקבל משפט חדש בדואליות הזו כדי להראות שמרכזי סיבוב רגעיים דואלים לקוו
 .בסטטיקה הדואלי למשפט קנדי הידוע בקינמטיקה

 

  תקציר הפרק על פי תרשים הזרימה8.1

הפרק מחולק לשני שלבים .  מתאר תרשים זרימה של הנושאים שנדבר עליהם בפרק הזה8.1איור 

 . עיקריים

 .  הסיבוב הרגעיים שלוניקח מכניזם ונפעיל עליו את השיטה למציאת מרכזי: 'שלב א

 .  בניית מעגל קנדי ושימוש במשפט קנדי הידוע בקינמטיקה1.א

 .  מציאת כל מרכזי הסיבוב הרגעיים של המכניזם2.א

ומכאן נמצא שיטה דואלית לזו , נראה שמרכזי סיבוב רגעיים דואלים לקווים שווי מומנט: 'שלב ב

-שיטה החדשה תשמש למציאת קווים שווי מומנט בכאשר ה, שבעזרתה ניתן למצוא מרכזי סיבוב רגעיים

pillar system .מכאן נקבל גם משפט בסטטיקה שהינו דואלי למשפט קנדי הידוע בקינמטיקה . 

 .  בניית מעגל קנדי דואלי ושימוש במשפט הדואלי למשפט קנדי1.ב

 . pillar system- מציאת כל קווים שווי המומנט של ה2.ב
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 8תרשים זרימה של הנושאים שיוצגו בפרק : 18.איור 

 

 מערכת סטטית

 מערכת קינמטית

FLGR 

PLGR 

 עיים סיבוב רגמרכזי

 מבנה מלוחות וצירים

 –שלד ממוטות ומפרקים 

 כיםמסבך ללא סמ

+ מעגל קנדי 

 משפט קנדי
+ מעגל קנדי דואלי 

 משפט קנדי דואלי

cross section 

 צירים סיבוב רגעיים

 מבנה עם פאות סגורות

 דואלי

 כוחות במוטות

מהירויות זוויתיות 

 יחסיות
מהירויות זוויתיות 

 מוחלטות

 מומנטים

מהירויות 

 קוויות

 כוחות במרחבים

 דואלי דואלי דואלי

  שווי מומנטםקווי
 דואלי

 דואלי

קווי חיתוך בין 

פאון פאות של 

 כדורי

 pillar systemלדוגמה  

 pillar systemלדוגמה 

 1.א 'שלב א

 2.א

 'בשלב 

 1.ב

 2.ב
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  סקירת השיטה הידועה למציאת מרכזי סיבוב רגעיים במערכת קינמטית8.2

 
וקווים שווי מומנט חובה עלינו להציג את השיטה כדי שנוכל להראות קשר בין מרכזי סיבוב רגעיים 

, שביט-פסן ו(לדוגמה , למציאת מרכזי סיבוב רגעיים במערכת קינמטית הידועה ומדווחת בהרחבה בספרות

1975 .( 

 

  שלבים למציאת מרכזי סיבוב רגעיים1.28.

 .במכניזםלהלן הנוסחה לחישוב מספר מרכזי סיבוב רגעיים : חישוב מספר מרכזי סיבוב רגעיים .א

                                                   (8.1)
( )

2

1nn
N c_i

−
= 

 :כאשר

c_iN-מספר מרכזי הסיבוב הרגעיים במכניזם . 

n- כולל חוליית אדמה( מספר החוליות במכניזם.( 

 . ל חוליה במכניזם נסמן צומת במעגל קנדילכ: סימון חוליות המכניזם במעגל קנדי .ב

נחבר בקו מלא בין הצמתים , במעגל קנדי: על המעגל סימון מרכזי הסיבוב הרגעיים הידועים .ג

 . המתאימים לחוליות שמרכז הסיבוב הרגעי ביניהן ידוע

נחבר בקו מרוסק בין הצמתים , במעגל קנדי: על המעגל סימון מרכזי הסיבוב הרגעיים הלא ידועים .ד

 . המתאימים לחוליות שמרכזי הסיבוב הרגעיים ביניהן לא ידועים

נחפש כל פעם מרובע מקווים מלאים כאשר הקו : מציאת מרכזי סיבוב רגעיים שלא ידועים .ה

). המרובע בנוי מזוג משולשים כאשר הקו המרוסק הוא צלעם המשותפת(המרוסק הוא אלכסונו 

וכל מעגל מגודל שלוש מתאים לשלושה , ניזםכיוון שכל קטע במעגל קנדי מתאים לנקודה במכ

אזי הקו המרוסק המשותף לשני המשולשים מתאים , מרכזי סיבוב רגעיים הנמצאים על ישר אחד

במכניזם נקבל שני קווים שכל אחד , מכאן. למרכז הסיבוב הרגעי הנמצא בחיתוך של שני הישרים

כאשר לקווים אלו ישנה , ) במרובעהקווים המלאים(מוגדר על ידי זוג מרכזי הסיבוב הרגעיים 

הנקודה הזו היא מרכז הסיבוב הרגעי שאותו אנו . נקודה משותפת שהיא נקודת החיתוך שלהם

 ).הקו המרוסק במרובע(מחפשים 

 . במקום בקו מרוסק כל מרכז סיבוב רגעי שמצאנו נסמנו במעגל קנדי בקו מלא .ו

 .   םהתהליך מסתיים ברגע שנמצא את כל מרכזי סיבוב רגעיי

כי , דומה לתהליך בניית גרף הפוטנציאלים הקווי) 'ד-'שלבים ב(ניתן לראות שתהליך בניית מעגל קנדי 

וקשתותיו לקשרים ) חוליות(צמתיו מתאימים לאלמנטים במכניזם , בדומה לגרף הפוטנציאלים הקווי

 ).מרכזי סיבוב רגעיים(הפנימיים ביניהם 

 

 עיים דוגמה למציאת מרכזי סיבוב רג2.28.

ויש למצוא את כל המרכזי הסיבוב הרגעיים של , (a) 8.2באיור נתון מכניזם ארבעה מוטות המתואר 

 .לצורך כך נפעיל את שלבי השיטה שפורטו בסעיף הקודם. המערכת

 (8.1)נציב בנוסחה . n=4) (יש לנו ארבע חוליות במכניזם: חישוב מספר מרכזי סיבוב רגעיים .א

 :ונקבל
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( )
6

2

144
N c_i =

−
= 

 .כ שישה מרכזי סיבוב רגעיים במערכת"כלומר יש לנו סה

לכן נסמן ארבעה צמתים , המכניזם בנוי מארבע חוליות: סימון חוליות המכניזם במעגל קנדי .ב

 .(b) 8.2באיור כמתואר , במעגל קנדי

ב במכניזם זה ידועים לנו ארבעת מרכזי הסיבו: על המעגל סימון מרכזי הסיבוב הרגעיים הידועים .ג

, שאותם נסמן בארבעה קווים מלאים על מעגל קנדי, ’I3’0-ו ’I1’0’ ,I1’2’ ,I2’3: הרגעיים הבאים

 . (c) 8.2 באיור כמתואר

במכניזם הנתון ישנם שני מרכזי סיבוב : על המעגל סימון מרכזי הסיבוב הרגעיים הלא ידועים .ד

 באיור כמתואר, וסקים על המעגלנסמן אותם בשני קווים מר. ’I1’3- ו’I2’0: רגעיים לא ידועים והם

8.2 (d). 

 : מציאת מרכזי סיבוב רגעיים שלא ידועים .ה

- ו'2'1'0 משותף לשני המשולשים  'I2’0הקו המרוסק המתאים למרכז הסיבוב הרגעי  : ’I2’0מציאת 

 - ו’I1’0שאחד מהם עובר דרך מרכזי סיבוב רגעיים , המתאימים במכניזם לזוג הקווים, '2'3'0

I1’2'י דרך והשנI3’0’ ו- I2’3' . נקודת החיתוך בין שני הקווים האלו היא מרכז הסיבוב הרגעיI2’0’ 

 .(e) 8.2באיור שלב זה מתואר . שאותו חיפשנו

- ו'3'0'1 משותף לשני המשולשים 'I1’3הקו המרוסק המתאים למרכז הסיבוב הרגעי : ’I1’3מציאת 

 ’I3’0- ו’I1’0 עובר דרך מרכזי סיבוב רגעיים שאחד מהם, המתאימים במכניזם לזוג הקווים, '3'2'1

הנקודה המשותפת לשני הקווים היא נקודת החיתוך שלהם והיא המרכז . ’I2’3- ו’I1’2והשני דרך 

 .(f) 8.2באיור שלב זה מתואר .  שאותו חיפשנו’I1’3הסיבוב הרגעי 
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(a)                                                            (b)                                                       (c) 

 

 

 

 

 

 

(d)                                                                         (e) 

 

 

 

 

 

 

 

(f) 

 דוגמה למציאת מרכזי סיבוב רגעיים במכניזם: 28.איור 

(a)מוטות מכניזם ארבעה  .(b) םשכל צומת מתאי, לכן נסמן על המעגל ארבעה צמתים, במכניזם יש ארבע חוליות 

I :במכניזם נסמן על המעגל בקווים מלאים את ארבעת מרכזי הסיבוב הרגעיים הידועים (c) .לחוליה במכניזם 1’0’ ,

I 1’2’ ,I 2’3’,I 3’0’. (d) במכניזם געיים הלא ידועיםנסמן על המעגל בקווים מרוסקים את שני מרכזי סיבוב ר :I 2’0’ ,

I 1’3’ .(e) מציאת מרכז סיבוב רגעי I 2’0’. (f) מציאת מרכז סיבוב רגעי I 1’3’.  
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  הדואליות בין מרכזי הסיבוב הרגעיים וקווים שווי המומנט8.3
 

יה כדי להראות  הצגנו דואליות בין גרף זרימות קווי וגרף פוטנציאלים קווי ובסעיף הזה נתבסס על7בפרק 

 . שמרכזי הסיבוב הרגעיים דואלים לקווים שווי המומנט

 הצגנו קשרים בין מערכות סטטית וקינמטית המבוססים על הדואליות בין גרף הזרימות 7.4.4 בסעיף

.  דואלים8.1בטבלה על בסיס הקשרים האלו ניתן לומר שהמשפטים . הקווי וגרף הפוטנציאלים הקווי

 .ם את הדואליות הקיימת בין מרכזי הסיבוב הרגעיים וקווים שווי המומנטהמשפטים הללו מיצגי

 

 סטטיקה קינמטיקה

 לכל מהירות זוויתית -מרכז סיבוב רגעי מוחלט

מוחלטת המגדירה חוליה קיימת נקודה שהיא יוצרת 

 .עליה מהירות קווית שווה לאפס

 

 לכל כוח בפאה קיים קו -קו שווה מומנט מוחלט

 .יוצר עליו שווה לאפסשהמומנט שהוא 

 

לכל שתי מהירויות זוויתיות -מרכז סיבוב רגעי יחסי

מוחלטות המגדירות שתי חוליות קיימת נקודה שבה 

  .המהירויות הקוויות שלהן שוות

 

 

לכל שני כוחות בפאות קיים -קו שווה מומנט יחסי

 .קו שלאורכו שני הכוחות יוצרים את אותו מומנט

 

וש מהירויות זוויתיות מוחלטות לכל של-משפט קנדי

שלושת מרכזי הסיבוב , המגדירות שלוש חוליות

 . על קו אחדאהרגעיים היחסיים שלהן חייבים להימצ

 

 
 

  

, לכל שלושה כוחות בפאות-משפט קנדי דואלי

שלושת הקווים שווי המומנט היחסיים שלהם 

 .    חייבים להיפגש בנקודה אחת

 

  קנדי הדואלימשפטאת ומגדירה ,  מומנטי שוום סיבוב רגעיים וקווים בין מרכזיקייה הקשר סיכום: 8.1טבלה 
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  שיטה למציאת קווים שווי מומנט במערכת סטטית8.4

 

. 8.2בסעיף זה נציג פיתוח שיטה בסטטיקה על בסיס שיטה הידועה בקינמטיקה אשר הוצגה בסעיף 

מונח הדואלי להם בסטטיקה הוא קווים כאשר ה, השיטה הקודמת משמשת למציאת מרכזי סיבוב רגעיים

 .לכן השיטה החדשה שתפורט כעת דואלית לשיטה זו ומשמשת למציאת קווים שווי מומנט, שווי מומנט

 

  שלבים למציאת קווים שווי מומנט1.48.

. להלן הנוסחה לחישוב מספר קווים שווי מומנט במערכת סטטית: חישוב מספר קווים שווי מומנט .א

לכן הנוסחה , pillar system- ראינו שהחוליות במכניזם דואליות לפאה  ב7.4.4 שבסעיףנשים לב 

 : נראית כך(8.1)

(8.2)                                                             
( )

2

1ff
N l_e

−
= 

 :כאשר

l_eN-זהו מספר קווים שווי המומנט במערכת סטטית . 

f - פאת אפס-כולל פאת יחוס( מספר הפאות במערכת סטטית.( 

 נסמן צומת במעגל pillar system-לכל פאה ב:  במעגל קנדי דואליpillar system-סימון פאות ה .ב

 .קנדי דואלי

במעגל קנדי דואלי נחבר בקו מלא בין הצמתים : על המעגל סימון של קווים שווי המומנט הידועים .ג

 . ימים לפאות שקו שווה מומנט יחסי ביניהם ידועהמתא

במעגל קנדי דואלי נחבר בקו מרוסק בין : על המעגל סימון של קווים שווי המומנט הלא ידועים .ד

 . הצמתים המתאימים לפאות שקו שווה מומנט יחסי ביניהם לא ידוע

סעיף (עיים בדומה לשיטת מציאת מרכזי סיבוב רג: מציאת קווים שווי המומנט הלא ידועים .ה

המרובע בנוי מזוג (נחפש כל פעם מרובע מקווים מלאים כאשר הקו המרוסק הוא אלכסונו , )8.2.1

הפעם כל קטע , בשונה מהשיטה הקודמת). משולשים שהקו המרוסק הוא הצלע המשותפת שלהם

 וכל מעגל מגודל שלוש מתאים לנקודה ששלושת pillar system-במעגל קנדי דואלי מתאים לקו ב

הקו המרוסק המשותף לשני המשולשים מתאים לקו שווה , לכן. הקווים שווי המומנט נחתכים בה

 נקבל שתי -pillar systemמכאן ב. קו שעובר דרכן, דהיינו, המומנט המשותף לשתי הנקודות

). הקווים המלאים במרובע(נקודות שכל אחת מהן מוגדרת על ידי זוג קווים שווי מומנט מתאימים 

 ).הקו המרוסק במרובע(ודות האלו עובר קו שהוא קו שווה המומנט שאנו מחפשים דרך הנק

 . כל קו שווה מומנט שמצאנו נסמנו במעגל קנדי הדואלי בקו מלא במקום בקו מרוסק .ו

 .התהליך מסתיים כאשר נמצא את כל הקווים שווי המומנט

 

 pillar system- דוגמה למציאת קווים שווי מומנט ב2.48.

לצורך כך נפעיל . ויש למצוא את כל הקווים שווי המומנט שלו, (a) 8.3באיור  המתואר pillar systemנתון 

 .את שלבי השיטה שפורטו בסעיף הקודם
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נציב בנוסחה . (j=4) הנתון יש ארבע פאות pillar system-ב: חישוב מספר הקווים שווי המומנט .א

 : ונקבל(8.2)

( )
6

2

144
N l_e =

−
= 

 .כ שישה קווים שווי מומנט"כלומר יש סה

לכן ,  יש ארבע פאותpillar system-ב:  במעגל קנדי הדואליpillar system-סימון הפאות של ה .ב

 .(b) 8.3 באיורכמתואר , נסמן את ארבעת הצמתים במעגל קנדי הדואלי

ווי  הנתון ידועים לנו ארבעת הקווים שpillar system-ב: סימון קווים שווי מומנט הידועים במעגל .ג

שאותם נסמן בארבעה קווים מלאים על מעגל קנדי , mIII,O - וmI,O ,mI,II ,mII,III: המומנט הבאים

 .(c) 8.3באיור כמתואר , הדואלי

 הבא אינם ידועים שני קווים pillar system-ב: על המעגל סימון הקווים שווי המומנט הלא ידועים .ד

 .(d) 8.3 באיור כמתואר, ווים מרוסקים על המעגלנסמן אותם בק. mI,III - וmII,Oשווי מומנט והם  

 : מציאת הקווים שווי המומנט הלא ידועים .ה

- וO,I,II  משותף לשני המשולשים  mII,Oהקו המרוסק המתאים לקו שווה מומנט  : mII,Oמציאת 

O,II,III ,שאחת מהן מתקבלת בחיתוך הקווים שווי המומנט  , המתאימים במסבך לזוג הנקודות

mI,Oו-mI,II והשנייה בחיתוך של mII,IIIו - mIII,O . הקו העובר דרך שתי הנקודות האלו הוא קו שווה

 .(e) 8.3באיור שלב זה מתואר .  שאותו חיפשנוmII,Oהמומנט 

 

 

 

                     

 

 

                (c)                                                                        (b)                   (a) 

 

 

 

 

 

    

                           (f)                                                              (e)                                           (d)   

 

  pillar system- שווי מומנט בםדוגמה למציאת קווי: 38.איור 

(a) pillar system .(b)ב -pillar systemשכל צומת מתאים , לכן נסמן על המעגל ארבעה צמתים,  יש ארבע פאות

:  נסמן על המעגל בקווים מלאים את ארבעת הקווים שווי המומנט הידועים במסבךpillar system .(c)-לפאה ב

mI,O ,mI,II ,mII,IIIו -mIII,O .(d)שווי המומנט הלא ידועים ב נסמן על המעגל בקווים מרוסקים את הקווים -pillar 
system :mII,Oו - mI,III .(e) מציאת הקווים שווי המומנט mII,Oו - mI,III. 
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  סיכום הפרק8.5

 דוגמה קטנה מובאתכאשר ליד כל נושא , 8.1זרימה שראינו באיור ה תרשים נציג 8.4באיור לסיכום 

 .רלוונטית ומיקומו בפרק בו דיברנו עליו

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 8 בפרק םזרימה של הנושאים כולל דוגמאות רלוונטיות ומיקומהתרשים : 48.איור 
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 9פרק 

 )ר בקינמטיקה"דואלי של מס( לקו שווה מומנטתלת מימדי פרוש גיאומטרי 

מוצג לראשונה ק הזה ובפר,  הצגנו מהי המשמעות הפיזיקלית של המושג החדש קו שווה מומנט3בפרק 
 לבדיקת Whiteley שיטת בתזה על הקשר בין דווח ומ  כתוצאה מכך התגלה.שלומשמעות גיאומטרית 

 . ת מרכזי סיבוב רגעייםמציאידועה בקינמטיקה להשיטה בין ה דואלית לפאוןתקפות 
 

  תקציר הפרק על פי תרשים הזרימה9.1

הפרק מחולק לשלושה שלבים . ר עליהם בפרק הזהתרשים זרימה של הנושאים שנדברואים  9.1באיור 

 . עיקריים

כאשר היא מייצגת קווי חיתוך בין כל זוג , cross sectionבהתחלה נציג דיאגרמה שנקראת : 'שלב א

 הוא ההיטל (line drawing)מישורים בפאון כדורי ובעזרתה ניתן לקבוע האם ציור של קווים ונקודות 

, כך שקווים יהפכו למוטות ונקודות למפרקים,  מבנהline drawingה על לאחר מכן נראה שאם נבנ. שלו

 וקווי שווי מומנט של line drawing המתאימה לאותו cross sectionנקבל שישנה זהות בין דיאגרמת 

 . המבנה

 וקווים שווי מומנט מתקיימים cross sectionבשלב זה נראה שעל סמך הזהות בין דיאגרמת : 'שלב ב

 : הבאיםהמשפטים

לקו חיתוך בין מישור ייחוס ומישור כלשהו בפאון קו שווה מומנט מוחלט במבנה מתאים ). 1

 .כדורי

 .לקו חיתוך בין שני מישורים כלשהם בפאון כדוריקו שווה מומנט יחסי במבנה מתאים ). 2

 .ן כדורי נקודת חיתוך בין שלושה מישורים בפאו- שווי מומנט םנקודת חיתוך בין שלושת קווי). 3 

 . קו שווה מומנט, כאן אנחנו נותנים פירוש גיאומטרי למושג בסטטיקה

ניתן להגיד שמציאת קווים שווי מומנט במבנה זוהי , על סמך זהויות שקיבלנו בסעיף הקודם: 'שלב ג

אם הצלחנו למצוא את כל קווים שווי המומנט , במילים אחרות. בדיקה שהמבנה הוא היטל של פאון כדורי

 . ניתן לקבוע כי הוא היטל של פאון כדורי, הבמבנ
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 9תרשים זרימה של הנושאים שיוצגו בפרק : 19.איור 

 ם
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  לבדיקת נכונותו של היטל הפאון המרחביcross-section-שיטת ה ת סקיר9.2

 

דיאגרמת קווים ונקודות נתונה היא היטל של פאון טה שבעזרתה ניתן לקבוע האם שיה בסעיף זה נציג את

 .  להלן הגדרה חשובה שנשתמש בפרק. מרחבי

line drawing-אומרים שאנו .  זוהי דיאגרמת קווים ונקודות ששניים או יותר קווים נפגשים בהן-line 

drawing מרחבי און היטל של פהוא אם תקין . 

. שהמיר אותה לבעיה בתכנות ליניארית) Sugihara) Sugihara, 1984ת הבעיה הזו היה הראשון שפתר א

והציג שיטה שנקראת , )Whiteley, 1979( התבונן על אותה בעיה מהיבט גיאומטרי Whiteley 1979-ב

cross-section , שבעזרתה ניתן לקבוע האםline drawingשיטה זו . פאון מרחבי של  תקין הוא היטל

חיתוך של שני מישורים במרחב זהו קו ישר : והם,  מרחבית מגיאומטריהעקרונות בסיסייםת על מבוסס

  מתאימהשלוכל מישור לנקבל ש, אם נבנה היטל מתאים לפאון. וחיתוך של שלושה מישורים זוהי נקודה

 line- בלכל קו חיתוך בין שני מישורים מתאים קו חיתוך בין שתי פאות מתאימות, line drawing- בפאה

drawingולכל נקודת חיתוך בין שלושה מישורים מתאימה נקודת חיתוך בין שלוש פאות מתאימות ב -line 

drawing.ניתן לראות בעצם ש -cross-sectionכאשר במישור ,  אלה קווי חיתוך של כל זוג מישורים מפאון

 מנת ניתן להגיד שעל, ר קודםאם נסכם את מה שנאמ .ההטלה הם מתאימים לקווי חיתוך בין כל זוג פאות

שלושת  ,בדוק שעבור כל שלושה מישוריםיש ל, פאון מרחבי הוא היטל של line drawing האם קבועל

 .הקווי החיתוך שלהם נפגשים באותה נקודה

 

 section-cross-ה ית שלבי בני12.9.

 .רחבידהיינו האם הוא היטל של פאון מ, line drawingלהלן שלבים לבדיקת תקינות של 

 קשיר 2 , גרף מישוריline drawingהגרף של נבדוק האם : line drawing טופולוגיה של בדיקת .1

 . קשיר קשתות3-צמתים ו

 .line drawingקווים של ל מספרים יתןנ: סימון קווים .2

 .  בספרות רומיותline drawingנסמן פאות של : סימון פאות .3

.  נסמן את כל הקווים שמפרידים בין פאות סמוכותקודם כל: סימון קווי חיתוך בין פאות סמוכות .4

, לדוגמה.  מציינים זוג פאות סמוכות שקו זה מפריד ביניהםY- וXכאשר , (X,Y) -נסמן כל קו ב

 .9.2באיור כמתואר , (I,II)-נסמן קו שמפריד ביניהן ב, II- וIנתונות שתי פאות סמוכות 

 

 

 

 
 
 
 

 
 
 
 

 קו חיתוך בין פאות סמוכות: 2.9איור 

I 

II 

(I,II) 



 90 
 

 

. כעת נחפש את כל קווי חיתוך בין פאות לא סמוכות: מציאת קווי חיתוך בין פאות לא סמוכות .5

- וI, (I,0) -0- וIוידועים לנו קווי חיתוך בין פאות , IV- וI ,II ,III, 0נניח שנתונות לנו חמש פאות 

IV- (I,IV) ,IIו -IV- (II,IV) , וגם ביןII0- ו- (II,0) .חיתוך בין פאות אנו מעוניינים למצוא קו IV 

כפי . (II,0)- ו(II,IV)ובין קווים , (I,IV)- ו(I,0)קודם נמצא נקודת חיתוך בין קווים . (IV,0) -0-ו

 חייב לעבור בנקודת חיתוך בין (IV,0)לכן קו , כל שלוש פאות נחתכות בנקודה אחת, שנאמר קודם

- ו(II,IV)ם בנקודת חיתוך בין קווים וג, )IV- וI, 0 פאות נקודת החיתוך של( (I,IV)- ו(I,0)קווים 

(II,0) ,)0 פאות נקודת החיתוך של ,IIו -IV( .על ידי שתי מוגדר כל קו ש,  לנו מגיאומטריהידוע

 קו חיתוך בין שתי פאות שאינן דוגמה מציאת רואים 9.3 באיור.  מוגדר(IV,0)קו ה לכן, נקודות

 .באותה דרך נמשיך למצוא קווי חיתוך נוספים. סמוכות

 

 

 

 

 

 

 

 

  שלא סמוכות0- וIVמציאת קו חיתוך בין פאות : 3.9איור 
 
 

נמצא נקודות חיתוך בין כל שלוש : סמוכותו דווקא מציאת נקודות חיתוך בין כל שלוש פאות שלא .6

שמציינות אותן ,  בספרות רומיות מתאימותנסמן את הנקודות האלו.  סמוכותו דווקאפאות שלא

היא מתקבלת , III- וI ,II אם נקודה היא חיתוך של שלוש פאות ,לדוגמה. פאות שנחתכות בה

 יש לבדוק .9.4באיור כמתואר , I,II,III- ונסמן אותה ב(I,III)- ו(II,III), (I,II)בחיתוך של קווים 

 .חיתוך בין כל שלוש פאותההאם הצלחנו למצוא את כל נקודות 

 

 

 

 

 
 
 

  שלא כולן סמוכותIII- וI ,IIמציאת נקודת חיתוך בין שלוש פאות : 4.9איור 
 

 
שלא קו אלא צומת , שתי פאותבמקרה של : ןבדיקת קו חיתוך בין פאות שצומת מפריד ביניה .7

,  לדוגמה.וך את שתי הפאות האלו רק בצומת הזה חייב לחתהחיתוך שלהןקו ,  ביניהםמפריד

 . יהן רק בצומת הזהלכן קו החיתוך שלהן חותך את שת, IV- וIצומת מפריד בין פאות  9.5באיור 
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חותך את שתיהן רק בנקודת , שלא קו אלא נקודה מפרידה ביניהן, IV- וIבדיקה שקו חיתוך בין פאות : 5.9איור 
 חיתוך שלהן

 
 

 .פאון מרחבי היטל של ינו נתון הline drawing-אם כל זה מתקיים ניתן להגיד ש

 

  section-cross-ה דוגמה לבניית 22.9.

 ורוצים לבדוק האם הוא היטל של פאון מרחבי על ידי בנייה של 9.6באיור  המתואר line drawingנתון 

cross-sectionמתאים  . 

 

 

 

 

 

 

 

 line drawingתיאור של : 6.9איור 
 
 

 lineלכן הגרף של , אין אף שתי קשתות שחוצות זו את זו: line drawingטופולוגיה של בדיקת  .1

drawing2לכן הגרף ,  צומת וזוג קשתות שאם נוריד אותן נפגע בקשירות של הגרףאין אף.  מישורי 

 .   קשיר קשתות3-קשיר צמתים ו

 .9.7באיור  כמתואר 11 עד 1- מ מספריםline drawing-ניתן לכל הקווים ב: סימון קווים .2

 

 

 

 

 

 
 
 
 

 line drawingשל 11 עד 1 -סימון קווים מ: 7.9איור 
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 .9.8 איורראה , V עד0 - יש שש פאות שנסמן אותן באותיות רומיות מהמקרה הזב: סימון פאות .3

 

 

 

 

 
 
 
 

 line drawingשל V עד 0 -סימון פאות מ: 8.9איור 
 
 

דהיינו כל , נסמן את כל קווי חיתוך בין פאות סמוכות: סימון קווי חיתוך בין פאות סמוכות .4

 0 - וVוא מפריד בין פאות סמוכות  שה(V,0) - ב1לדוגמה נסמן קו . line drawingהקווים של 

 . 9.9באיור כמתואר 

 

 

 

 

 
 
 
 
 

 ),0V(-לכן נסמן אותו ב, 0 - וV מפריד בין פאות 1קו . סימון קווי חיתוך בין פאות סמוכות: 9.9איור 

 

זוג : כ שלוש זוגות של פאות לא סמוכות"יש לנו סה: מציאת קווי חיתוך בין פאות לא סמוכות .5

 Iלדוגמה נראה איך מוצאים קו חיתוך בין פאות . 0 - וIV וזוג שלישי V- וIIוג שני ז, III - וIראשון 

 ולאחר מכן נקודת חיתוך בין קווים (II,III) - ו(I,II)קודם נמצא נקודת חיתוך בין קווים . III -ו

(I,IV)ו -(III,IV) . נקודות אלו מגדירות קו(I,III) 9.10באיור  כמתואר. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 מפרידים בין )I,III(- ו)0IV,( ,)III,V( ,)II,V(קווי חיתוך . מציאת קווי חיתוך בין פאות לא סמוכות: 10.9איור 
 פאות לא סמוכות
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 היא חיתוך II,IV,Vלדוגמה נקודה : מציאת נקודות חיתוך בין כל שלוש פאות שלא כולן סמוכות .6

 .(IV,V) - ו(II,V), (II,IV)של קווים 

 מתלכדות וגם III,IV,V- וIII,IV,0 IV,V,0 ; 0,III,V ; נקודות  יש לשים לב שבדוגמה שלנו

 . מתלכדותII,III,V - וI,II,III ; I,II,V ;  I,III,V נקודות

 .9.11 איור  ראה

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 מציאת נקודות חיתוך בין כל שלוש פאות שלא כולן סמוכות: 1.19איור 

 

- וIII בין פאות לדוגמה צומת ולא קו מפריד: יניהןבדיקת קווי חיתוך בין פאות שצומת מפרידה ב .7

V , לכן יש לבדוק שקו(III,V)וניתן לראות שזה אכן כך ,  חותך שתי פאות אלו רק בצומת זה

 .9.12באיור 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 חותכות את הפאות ),0IV(- ו)III,V(קווי חיתוך .   ביניהן חיתוך בין פאות שצומת מפרידבדיקת קווי: 129.איור 

 ידות ביניהן אך ורק בנקודת החיתוך בין אותן פאותשהן מפר
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 .9.13איור ראה ,  מתאיםאוןלאחר שעשינו את כל השלבים נבנה פ

 

                                                                                                                                  
 

 

 

 

 

  

 
 59. באיור נתוןה line drawing-מתאים להפאון : 31.9איור 

                                                                                                        

 

  מומנטם שווי וקוויcross-section זהות בין דיאגרמת 9.3

 

פאון כלשהו לבין דיאגרמת קווים שווה מומנט  של cross-sectionכאן נראה שקיימת זהות בין דיאגרמת 

 זהו בעצם פירוש גיאומטרי למונח קו שווה cross-section-נראה ש. במסבך שנבנה על היטל של אותו פאון

על סמך הקשר הזה ניתן להראות שבעזרת דיאגרמת קווים שווי מומנט ניתן לבדוק את . מומנט

 .יטל של פאון מרחבידהיינו אם הצורה היא ה, הגיאומטריה של פאון

 שווי המומנט ושהם םיש לבדוק שניתן למצוא את כל קווי, על מנת לקבוע שמערכת סטטית תקינה

 שווי המומנט היחסיים םשלושת קווי, האומר כי לכל שלוש כוחות, מקיימים את משפט קנדי הדואלי

פאון בדיקת תקינות של  היא כלי לcross-sectionכאן ראינו שדיאגרמת . חייבים להיפגש בנקודה אחת

מספיק להראות כי ניתן לבנות , פאון מרחבי הוא היטל של line drawing-כאשר על מנת לקבוע ש, מרחבי

חיתוך ה קווי עבור כל שלוש פאות :ושהם מקיימים את המשפט הבא , cross-sectionאת כל הקווים של 

 ונחליף קווים במוטות וצמתים line drawingאם ניקח כל .  בנקודה אחתפאות חייבים להיפגשבין כל זוג 

 ובניית cross-sectionבניית דיאגרמת , ואז בעצם שתי השיטות, מסבך ללא סמכיםבמפרקים נקבל 

 מומנט אלה קווי חיתוך בין י שוום קווישבמישור, המסקנה היא. מנט יהיו שקולות מוי שווםדיאגרמת קווי

א י האון שהמסגרתמים לקווי חיתוך בין שני מישורים בפ הם מתאימרחב ובמסבך ללא סמכיםשתי פאות ב

 המסבך ללא סמכים מומנט נוכל לבדוק האם מכך ניתן להגיד שבעזרת קווים שווי כתוצאה. היטל שלו

 .פאון מרחביא היטל של הנתון הו
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  שנבנה על ההיטלline drawing-ובפאון מומנט בה משמעות קו שווה 9.4

 

ובמישור לקו , ינו שקו שווה מומנט מתאים במרחב לקו חיתוך בין שני מישורים בפאוןבסעיף הקודם רא

 .נסכם את הקשר בין שלושת הדברים האלו בטבלה הבאה. line drawing-חיתוך בין שתי פאות ב

 )מישור (Line drawing )מרחב(פאון  קו שווה מומנט

 FFלכל - קו שווה מומנט מוחלט

וצר עליו קיים קו שמומנט שהוא י

 .שווה לאפס

 

לכל מישור בפאון קיים קו שבו 

הוא חותך את המישור 

 .הפרויקציה

 

 קיים line drawing-לכל פאה ב

קו שבו היא חותכת את הפאת 

 ).פאת הייחוס(אפס 

 

 לכוחות קו שווה מומנט יחסי

 FFי נלכל ש-בפאות סמוכות

קיים קו הפועלים בפאות סמוכות 

 בכל שמומנט שהכוחות יוצרים

 .נקודה על הקו שווה

 

לכל שני מישורים סמוכים 

בפאון קיים קו שבו הם 

 .נחתכים

 

 line-לכל שתי פאות סמוכות ב

drawing קיים קו שבו הן 

 .נחתכות

 לכוחות קו שווה מומנט יחסי

 FFי נלכל ש-בפאות שאינן סמוכות

הפועלים בפאות שאינן סמוכות 

קיים קו שמומנט שהכוחות יוצרים 

 .ל נקודה על הקו שווהבכ

 

לכל שני מישורים שאינם 

סמוכים בפאון קיים קו שבו הם 

 .נחתכים

 

-לכל שתי פאות שאינן סמוכות ב

line drawing קיים קו שבו הן 

 .נחתכות
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כל שלושה קווי -משפט קנדי דואלי

 FFשווה מומנט יחסיים של שלושה 

     . בנקודה אחתךחייבים להיחת

  

ים בפאון כל שלושה מישור

 . בנקודה אחתךחייבים להיחת

 

 קווי חיתוך בין ,שלוש פאותכל ל

 .כל זוג נפגשים בנקודה אחת

 line drawing- ואון פ, מומנטי שוום שקיים בין קוויקשרתיאור ה: 19.טבלה 
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 און ופבך ללא סמכיםקווים שווי מומנט במס, ל קנדי דואלי קשר בין מעג9.5

 

 9.4ובסעיף , מסגרת שווי מומנט בםהצגנו שבאמצעות מעגל קנדי דואלי ניתן למצוא את כל קווי 8.4בסעיף 

 ונציג בטבלה הבאה את הקשר בין שלושת לכעת נאחד הכו.  מומנטי שוום וקוויאוןמהו הקשר בין פ הראנו

 . שלו שנבנה על ההיטלמסבךן ואופ, מעגל קנדי דואלי: הדברים

 מסגרת פאון מעגל קנדי דואלי

 .פאות במסגרת .מישורים .צמתים במעגל

 

 

 

 

 

 .צומת הייחוס

 

 
 
 
 

 

 .מישור הפרויקציה

 
 
 
 
 
 

 

 ).פאת אפס(פאת ייחוס 

 
 
 

 

 ).קו מלא בין שני צמתים(קו ידוע 

 

קו חיתוך בין שני מישורים 

 .סמוכים

קו שווה מומנט יחסי בין שתי 

 . סמוכותפאות

קו מקווקוו בין שני (קו לא ידוע 

 ).צמתים

 

קו חיתוך בין שני מישורים לא 

 .סמוכים

קו שווה מומנט יחסי בין שתי 

 .פאות לא סמוכות

 .משולש

 

נקודת חיתוך בין שלושה 

 .מישורים

נקודת חיתוך בין שלושה קווי 

 .שווה מומנט

  שנבנה על ההיטל שלובך ללא סמכים פאון ומס,קשר בין מעגל קנדי דואליה תיאור: 29.טבלה 
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 און מומנט ופקווים שווי,  קשר בין מרכזי סיבוב רגעיים9.6

הוא קו ששני , שהפירוש הפיזיקלי של קו שווה מומנט, 3.5.3ראינו בסעיף . נסכם מה שידוע לנו עד כאן

קיים , בד לפירוש הפיזיקלימל,  הראנו שלקו שווה מומנט9.3בסעיף . כוחות פאה יוצרים עליו מומנט זהה

, בנוסף לכך. זהו בעצם קו חיתוך בין שתי פאות של צורה תלת מיימדית הנקראת פאון. גם פירוש גיאומטרי

ראינו שקו שווה מומנט ומרכז סיבוב רגעי אלה מונחים , על בסיס סוגי דואליות שונים הקיימים בספרות

קווים , את הקשר בין מרכזי סיבוב רגעיים בקינמטיקהבסעיף הזה נאחד בין הדברים הללו ונקבל . דואלים

לאחר שהראנו שהתגלה משפט בסטטיקה שדואלי . שווי מומנט בסטטיקה ופאונים בגיאומטריה מרחבית

 . בסעיף הבא נציג פירוש גיאומטרי למשפט החדש, למשפט קנדי הידוע בקינמטיקה

קו שווה מומנט מסטטיקה , מקינמטיקהלהלן טבלה המציגה את הקשר בין מושגים מרכז סיבוב רגעי 

 .ופאון מגיאומטריה מרחבית

 גיאומטריה סטטיקה קינמטיקה

לכל -מרכז סיבוב רגעי מוחלט

חוליה קיימת נקודה שבה 

 .מהירות קווית שלה שווה לאפס

 

 

לכל כוח -קו שווה מומנט מוחלט

קיים קו שמומנט שהוא יוצר עליו 

 .שווה לאפס

 

 קו שבו לכל מישור בפאון קיים

הוא חותך את המישור 

 .הפרויקציה

 

לכל שתי -מרכז סיבוב רגעי יחסי

חוליות קיימת נקודה שבה 

  .מהירויות קוויות שלהן שוות

 

י נלכל ש-קו שווה מומנט יחסי

כוחות קיים קו שמומנט 

שהכוחות יוצרים בכל נקודה על 

 .הקו שווה

 

לכל שני מישורים בפאון קיים קו 

 .שבו הם נחתכים

 

, לכל שלוש חוליות-משפט קנדי

 סיבוב רגעיים שלושה מרכזי

 על איחסיים שלהן חייבים להימצ

 .קו אחד

 

 הלכל שלוש-משפט קנדי דואלי

 שווה םשלושה קווי, כוחות

מומנט יחסיים שלהן חייבים 

 .להיפגש בנקודה אחת

 

כל שלושה מישורים בפאון 

 . בנקודה אחתךחייבים להיחת

 

  מומנט ופאוניםם שוויקווי, קשר בין מרכזי סיבוב רגעייםתיאור ה :39.טבלה 
 

kω
r

( ) ( )jkkjkj IVIV
rr

=

jω
r

jkI

lω
r

kω
r

jω
r

jlI

jkI klI

jF
r

jom

( ) 0mM joj
=F

r

jF
r

( ) ( )jkjk mMmM
kj FF

rr
=

kF
r

jkm

jlm

klm
jkm

kF
r

jF
r

lF
r

IV 

III 

C 

A 

B 

IV 

O 

IV,0 

III,IV 

joI

jω
r

( ) 0IV 0j =
r

 



 99 
 

 

  סיכום הפרק9.7

 דוגמה קטנה מובאתכאשר ליד כל נושא , 9.1זרימה שראינו באיור ה נציג את תרשים 9.14באיור לסיכום 

 .רלוונטית ומיקומו בפרק בו דיברנו עליו

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 9 בפרק םזרימה של הנושאים כולל דוגמאות רלוונטיות ומיקומהתרשים : 41.9איור 
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 10פרק  

 על בסיס PLGR- וFLGRהמשתנה הדואלי לכוח בפאה בדואליות בין 

 הדואליות הקיימת בגיאומטריה פרויקטיבית

ו שמהירות זוויתית  קיבלנ) PLGR- וFLGR (מהדואליות בין גרף פוטנציאלים קווי וגרף זרימות קווי
 9בפרק ? מהו משתנה דואלי לכוח בפאה במקרה הזה, השאלה שנשאלת כעת. יחסית דואלית לכוח

הראנו שקו שווה מומנט זהו קו חיתוך בין שני מישורים בפאון וקו חיתוך בין שתי פאות בהיטל האנכי 
ם הבנויים מלוחות על סמך הקשר הזה והדואליות בין מסבכים ללא סמכים ומבני. של אותו פאון

 .המחוברות על ידי צירים שקיימת בגיאומטריה פרויקטיבית נוכל לענות על השאלה הזו
 

  תקציר הפרק על פי תרשים הזרימה10.1

הפרק מחולק לשלושה שלבים . מתואר תרשים זרימה של הנושאים שיוצגו בפרק הזה 10.1באיור 

 . עיקריים

מסבך ללא (נתבונן על ההיטל כעל שלד הבנוי ממוטות ומפרקים . לניקח פאון כדורי ונבנה לו היט: 'שלב א

שכוחות אלו יוצרים מומנטים על , כיוון שזוהי מערכת סטטית מתפתחים בה כוחות בפאות). סמכים

כוחות בפאות וכוחות במוטות של המבנה פועלים . המפרקים בכיוון מאונך למישור בו נמצאת המערכת

אם נמקם נקודות בקצוות של ווקטורי המומנטים . בהתאמה, טים ויחסייםלאורך קווי שווי מומנט מוחל

 . ונחבר ביניהן נקבל אותו פאון כדורי ממנו התחלנו

נקבע לכל לוח מהירות זוויתית . נתבונן כעת על אותו היטל כעל מבנה הבנוי מלוחות וצירים: 'שלב ב

ת יכולה לזוז רגעית בכיוון מאונך כתוצאה מכך מתפתחים מהירויות קוויות ונראה שהמערכ. מוחלטת

אם נמקם נקודות בקצוות של ווקטורי המהירויות הקוויות ונחבר ביניהן נקבל גם . למישור בו היא נמצאת

 .כאן אותו פאון כדורי שממנו התחלנו

, אלה מערכות דואליות, מסבכים ללא סמכים ומבנה מלוחות וצירים, נראה שהמערכות האלה: 'שלב ג

 :מים הקשרים הבאיםומכאן מתקיי

 . כוחות בפאות של מסבך ללא סמכים דואלים למהירויות זוויתיות מוחלטות). 1 

 . מומנטים דואלים למהירויות קוויות). 2 

 .  קווי שווי מומנט דואלים לצירי סיבוב רגעיים). 3 
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 10תרשים זרימה של הנושאים שיוצגו בפרק : 110.יור א

 מערכת סטטית

 מערכת קינמטית
 מבנה מלוחות וצירים

 –שלד ממוטות ומפרקים 

 יםמסבך ללא סמכ

  סיבוב רגעייםצירי

 מבנה עם פאות סגורות

  שווי מומנטםקווי

 פאון כדורי

 דואלי

 

 דואלי

 כוחות בפאות

מומנטים כתוצאה מכוחות 
 בפאות

 

 מהירויות זוויתיות מוחלטות

מהירויות קוויות כתוצאה 

 ממהירויות זוויתיות של לוחות
 

 דואלי

 דואלי

 'שלב א

 'שלב ב

 'שלב ג
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  דואליות בין מסבכים ללא סמכים ומבנים הבנויים מלוחות וצירים10.2

 

סטטיקה של מסבכים ללא סמכים וקינמטיקה רגעית של מבנים , ת שני הנושאים הידועים בספרותנציג א

מההיבט חדש של גיאומטריה , (Panel Hinge Structures) מחברים ביניהןהצירים ו מלוחות בנוייםה

 ולאנליזת  כוחות במסבכים ללא סמכיםאנליזת לGrassmann Cayley Algebra-נשתמש ב. פרויקטיבית

מערכות אלו ובסוף נראה  כי , (Crapo and  Whiteley, 1982) וצירים מהירויות במבנים העשויים מלוחות

 .דואליות

  

 גיאומטריה הפרויקטיבית סטטיקה של מסבכים ללא סמכים ב12.10.

): מסבך ללא סמכים מוגדר על ידי הזוג הבא: 10.1הגדרה  )B;JS= , כאשרJהמסבך  אלה מפרקי 

)מיוצגים כנקודות במרחב תלת מימדי פרויקטיבי  ה )v21 a,,a,a Kו -B מיוצגים ה אלה מוטות במסבך

)על ידי זוגות של אינדקסים  )( )KK ,j,i, . אם( ) Bj,i  לא מיצגים אותה נקודה ja-וia אז ∋

: כל נקודה המייצגת מפרק במסבך ניתן לרשום על ידי קואורדינטות שלה באופן הבא. פרויקטיבית

( )1,a,a,aa 131211=. 

) במסבך ללא סמכים זוהי הגדרת סקלרים הגדרת מצב של מאמץ עצמי: 10.2הגדרה  )KK ,, ijλ , כאשר

 :כך שבכל נקודה יתקיים, לפחות אחד חייב להיות שונה מאפס

(10.1)   

),j כאשר הסכימה היא על  ) Bj,i ∈. 

די נקודות כוחות במוטות של המסבך ללא סמכים מוגדרים על י, בגיאומטריה פרויקטיביתכי ניתן לראות 

 .מייצגות מפרקיםה

 

  ממסבך ללא סמכיםאון קבלת פ22.10.

כך שכוח בכל מוט של המסבך שווה להפרש בין ,  הראנו כי ניתן להגדיר לכל פאה במסבך כוח3בפרק 

שכל כוח בפאה פועל לאורך הקו שווה המומנט המוחלט , ראינו גם. הכוחות הפועלים בפאות הסמוכות

כוח בפאה ונכפיל במרחק מהקו שווה המומנט המוחלט של אותה פאה עד לכל אם ניקח . המתאים לפאה

הכוחות בפאה והמרחקים . נקבל מומנט שהכוח הזה יוצר על המפרק הבא, המפרק ששייך לפאה זו

 ניתן לראות את 10.2באיור . לכן המומנטים מתקבלים בניצב למישור הזה, נמצאים במישור אחד

, Aניתן לראות שהמומנט במפרקים . רים על המפרקים של המסבך הנתוןהמומנטים שהכוחות בפאות יוצ

Bו -Cכלומר המפרקים , כיוון שהמרחקים מהקווי שווי המומנט עד למפרקים שווים לאפס,  שווה לאפס

 . האלו נמצאים על הקווים שווי המומנט

 

 

 

 

 

 

∑ =λ 0aa jiij
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  כתוצאה מהכוחות בפאותהמומנטים שנוצרים במפרקים של המסבך ללא סמכים: 210.איור 

 

כאשר , נקבל פאון מרחבי, אם נמקם נקודות  בראשים של וקטורי המומנטים שהתקבלו ונחבר ביניהן

בנוסף ניתן להגיד שהגבהים של הנקודות בפאון שווים למומנטים . המסבך ללא סמכים זהו ההיטל שלו

 .10.3איור אה ר, שהכוחות בפאות של המסבך ללא סמכים יוצרים על הנקודות האלו

 

 

 

 

 

 

 

 הפאון המרחבי שהתקבל לאחר חיבור בין הנקודות בקצוות המומנטים: 310.איור 
 
 

, אזי הוא ההיטל של הפאון המרחבי, אם במסבך ללא סמכים פועל מאמץ עצמי,  כיניתן להגיד, לסיכום

 . 2וזאת כבר הראנו בפרק 

 
 

  בגיאומטריה הפרויקטיביתםיצירומלוחות הבנוי  קינמטיקה רגעית של מבנה 3.2.10

)מחוברות על ידי צירים מוגדר על ידי המבנה מלוחות : 10.3הגדרה  )A,PS*   זוהי קבוצתPכאשר , =

)לוחות ה )KK ,P, k ,ו-Aזוגות של ה  זוהי קבוצתextensors כל זוג של ( במרחב הפרויקטיביextensor 

)) ציריוצר  )KK ,L, km , כך שמתקייםmkkm LL −=. 

 k$הגדרת תנועה רגעית של מבנה מלוחות שמחוברות על ידי צירים זוהי הגדרת צירי סיבוב  : 10.4הגדרה 

AL כך שלכל ציר Pkלכל לוח  km  :מתקיים∋

                                            (10.2)kmkmmk L$$ ω=− 

 . אלה סקלרים מתאימיםijω כאשר 

 .liftingתנועה זו נקראת 
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מחוברות על ידי צירים זוהי הגדרה של סקלרים ההגדרת התנועות במבנה הבנוי מלוחות : 10.5הגדרה 

kmω לכל ציר kmLכך שיתקיים : 

                            (10.3)                                    ∑ =ω 0L kmkm      

 .כאשר הסכימה היא סביב כל צומת

מהירויות זוויתיות יחסיות הפועלות לאורך צירים המחברים בין לוחות במבנה מוגדרות בגיאומטריה 

 .סמוכות לאותו צירהפרויקטיבית על ידי פאות 

 

  וצירים ממבנה הבנוי מלוחותאוןפ  קבלת42.10.

כל לוח מסתובב סביב הציר הסיבוב , (lifting)בתנועת המבנה הבנוי מלוחות המחוברות על ידי הצירים 

, מכאן.  מסתובבות באותה המהירות הזוויתיתלוכל הנקודות השייכות , כיוון שלוח זהו גוף קשיחמ. שלו

לוח ביחס ללוח המהירות הסיבוב של הזוהי כאשר , ומוחלטת שלהזוויתית המהירות הלכל לוח ישנה 

ציר הסיבוב המוחלט הוהיא פועלת לאורך , )הבסיס של המבנה שנשאר כל הזמן במישור הפרויקציה(נייח ה

ונכפיל את המהירות הזוויתית שלו במרחק ) גוף קשיח(אם ניקח לוח כי מקינמטיקה ידוע . המתאים ללוח

וקטורי . בל מהירויות קוויות של אותן הנקודות הנמצאות על הלוח נק,מכל נקודה עד לציר הסיבוב

זוויתיות של כל לוח והמרחקים של הנקודות בכל לוח עד לציר הסיבוב שלו נמצאים במישור המהירויות ה

ניתן לראות   10.4באיור  .לכן המהירויות הקוויות של אותן הנקודות יהיו ניצבות למישור זה, הפרויקציה

 המהירות C- וA ,Bכאשר לנקודות , ירויות הקוויות של הנקודות במבנה מלוחות וציריםאת קבלת המה

הם נמצאים על הצירי , דהיינו, מכיוון שהמרחקים שלהם מצירי הסיבוב שווים לאפס, הקווית שווה לאפס

 .הסיבוב

 

 

 

 

 

 
 

  וציריםקבלת המהירויות הקוויות של הנקודות במבנה הבנוי מלוחות: 410.איור 
 
 

המרחקים שהנקודות אלו עוברים שווים להכפלה בין המהירויות הקוויות של כי מקינמטיקה ידוע גם 

המרחקים האלה שווים למהירויות כי נקבל , אם נגדיר פרק זמן השווה ליחידה. אותן הנקודות בזמן

 החדשיםנשים אותן במקומות ,  וציריםאם ניקח את הנקודות של המבנה הבנוי מלוחות, לכן. הקוויות

 .10.5איור ראה , זהו ההיטל שלווצירים המבנה מלוחות כאשר , נקבל את הפאון במרחב, ונחבר ביניהן

 

 

 

 

 

 

 הפאון שהתקבל לאחר העלאת הנקודות: 510.איור 
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מקבלים את הפאון ,  של המבנה מלוחות וציריםliftingאם מבצעים פעולת , ניתן להגיד כי, לסיכום

 .חות וצירים הוא ההיטל שלוכאשר המבנה מלו, המתאים

 

 בגיאומטריה פרויקטיביתוצירים  דואליות בין מסבכים ללא סמכים ומבנים הבנויים מלוחות 5.2.10

) זוהי קבוצה של קודקודים  מכווןאוןפ :10.6הגדרה  )r1 a,,aV K=  ופאות( )s1 F,,FF K= ,

 : הבאיםתנאים המקיימים

) מעגל של קודקודים מציגה Fiכל פאה ). א )ik1i a,,a K3כאשר , לא חוזרים על עצמם שk ≥ .

 .סמוכים 1ia-וikaקודקודים ה

)כל צלע מוגדרת על ידי זוג קודקודים ). ב )ji a,aסמוכים במעגל המתאים לפאה כלשהי ה. 

)  כל צלע. )ג )ji a,aהוא ביחס לפאה אחת כיוונה  כאשר, שתי הפאותורק בין   מפרידה אךji a,aוביחס  

ijשנייה ל a,a . 

) אותו יוצרות מעגל צלעות הפוגשות, 0aלכל קודקוד). ד ) ( ) ( )k02010 b,a,,b,a,b,a K. 

כלומר כל קודקוד קשור לכל הקודקודים אחרים על ידי מסלול של צלעות , קשירהוא  אוןפה). ה

 . וקודקודים

- וiaכל צלע ניתן להגדיר על ידי שני קודקודים 
ja שהיא מחברת ביניהם ושתי פאותkFו- mFהיא ש

): מפרידה בצורה הבאה )j,i;m,kו א ( )i,j;k,m)  10.6איור.( 

 

 

 
 
 

 
 
 
 

) על ידי jaia הגדרת צלע: 610.איור  )j,i;m,k , כאשר הצלע הזו מחברת בין קודקודיםia ו-jaומפרידה בין שתי 

 mF -וkF תפאו

 

עד כאן הגדרנו על ידי גיאומטריה פרויקטיבית את הכוחות הפועלים במוטות של המסבכים ללא סמכים 

כי כעת נראה .  וציריםומהירויות זוויתיות יחסיות הפועלות בצירים של המבנים הבנויים מלוחות

 . מקשר ביניהן זהו פאון מכווןהיאומטרי  דואליות והגוף הגללוהמערכות ה

נתבונן על ההיטל שקיבלנו בשני . ובשלב ראשון נבנה לו את ההיטל האנכי, נתון לנו פאון מכווןכי נניח 

) מסבך ללא סמכים(פעם אחת על השלד החיצוני שמגדיר את המבנה הבנוי ממוטות ומפרקים , אופנים

הצירים מחברים כאשר בנה העשוי מלוחות במקום הפאות ופעם שנייה על מ, (a) 10.7באיור כמתואר 

 . (b) 10.7איור ראה , ביניהן

 

 

 

aj 

ai 

Fm 
Fk 
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                                                 (b)                                                                           (a)        

 

כאשר פעם אחת אנו מסתכלים עליו כעל מערכת הבנויה ממוטות ומפרקים , מתאים לוהפאון וההיטל ה: 710.איור 
 ופעם שנייה כעל מבנה הבנוי מלוחות שמחוברות על ידי צירים

(a)ההיטל של הפאון הנתון הוא המסבך ללא סמכים  .(b) ההיטל של הפאון הנתון הוא המבנה הבנוי מלוחות 
 .שקשורות על ידי צירים

 
 

 זוהי הגדרת הסקלרים  ללא סמכים בך במסשל המאמץ עצמיהגדרת הכוחות כי  ראינו 10.2.1בסעיף 

( )KK ,, ijλ0כך שבכל צומת יתקיים , לכל מוטaa jiij =λ∑)  והגדרת התנועות במבנה , )10.2הגדרה

)הבנוי מלוחות מחוברות על ידי צירים זוהי הגדרת הסקלרים  )KK ,, kmωכך שבכל צומת , לכל ציר

∑יתקיים  =ω 0L kmkm) 10.5 הגדרה .(ji aa זהו קו המחבר בין שני קודקודים iaו -ja וסבךבמ -

kmL זהו ציר המפריד בין שתי פאותkו -mכיוון שגם מסבך ללא סמכים וגם מבנה מ.  במבנה מלוחות

דהיינו ,  מתלכדיםkmL וקו jiaaניתן להגיד כי קו , מלוחות וצירים הם היטלים של אותו פאון

jikm aaL ניתן להגיד כי מוטות במסבך ללא סמכים מתאימים לצירים במבנה , במילים אחרות. =

נקבל כי הכוחות במוטות של ,  ונשווה אותם(10.3)- ו(10.1)אם ניקח משוואות , לכן. חות וציריםמלו

איור (מסבך ללא סמכים מתאימים למהירויות הזוויתיות היחסיות בצירים של המבנה מלוחות וצירים 

 . ומכאן כי המערכות הללו דואליות, )10.8

 

 

 

 

 

 

 

                                               (a)                                                                                  (b) 

 

הכוחות הפועלים במוטות של המסבך ללא סמכים מתאימים למהירויות זוויתיות יחסיות תיאור כי : 810.איור 
 הפועלות בצירים של המבנה הדואלי הבנוי מלוחות וצירים

(a)ות הפועלים במוטות של המסבך ללא סמכים כוח .(b)מבנה  מהירויות זוויתיות יחסיות הפועלות בצירים של ה

 . וציריםהבנוי מלוחות

D 
B 

A 

C 

ADF
r

 

ACF
r

 

ABF
r

 

BCF
r

 

IV 

O 

I 

II III 

E 

F 

BEF
r

 

EFF
r

 
FDF
r

 

DEF
r

 

CFF
r

 
O 

I 

III 

IV 

OI ,ω
r

 

OII ,ω
r

 

OIII ,ω
r

 

II 

D B 

A 

C 

E 

F 

IIII ,ω
r

 

III ,ω
r

 

IIIII ,ω
r

 

IVI ,ω
r

 

IVII ,ω
r

 
IVII ,ω

r
 

A 

C 

B 

D F 
E 

A 

C 

B 

D 

F 
E 

 

A 

C 

B 

D F 
E 

A 

C 

B 

D 

F 
E 



 107 
 

 

 PLGR- וFLGR המשתנה הדואלי לכוח בפאה בדואליות בין 10.3

 

כעת נציג את משתנה הדואלי לכוח בפאה מהיבט של דואליות בין שלד ממוטות ומפרקים ומבנה מלוחות 

על מנת להגדיר תנועת המבנה יש להגדיר צירי סיבוב עבור כל . ניקח מבנה עשוי מלוחות וצירים. ציריםו

צירים אלו מגדירים מיקום פעולת . כאשר כל ציר כזה זהו קו שסביבו לוח יבצע תנועת סיבוב, לוח

בין כל . לטיםלכן נקרא להם צירי סיבוב מוח, מהירויות זוויתיות מוחלטות המתאימות לכל לוח במבנה

לצירים אלו , שתי לוחות מחבר ציר סיבוב שלאורכו פועלת מהירות זוויתית יחסית של אותן שתי לוחות

אזי צירי סיבוב במבנה , זהו היטל של פאון מכווןוצירים אם מבנה מלוחות .  נקרא צירי סיבוב יחסיים

לקו חיתוך בין מישור כלשהו ציר סיבוב מוחלט מתאים . מתאימים לקווי חיתוך בין מישורים בפאון

 ם ראינו שקווי9בפרק . למישור הפרויקטיבי וציר סיבוב יחסי מתאים לקו חיתוך בין שני מישורים כלשהם

קו שווה מומנט מוחלט מתאים לקו , כלומר, שווי מומנט גם כן מייצגים את קווי חיתוך בין מישורים בפאון

. ו שווה מומנט יחסי מתאים לקו חיתוך בין שני מישוריםלמישור הפרויקטיבי וקכלשהו חיתוך בין מישור 

אם ניקח פאון מכוון ונבנה על ההיטל שלו מערכת אחת שהיא מסבך ללא סמכים  כי  ,המסקנה היא

 שווי מומנט במסבך יהיו מתאימים לצירי סיבוב םאזי שקווי,  וציריםומערכת אחרת שהיא מבנה מלוחות

קו שווה מומנט מוחלט מתאים לציר סיבוב מוחלט וקו שווה כי  להגיד ניתן, ביתר פירוט.  במבנה מלוחות

 שווי מומנט יחסיים מתלכדים עם המוטות של םכיוון שקווימ. מומנט יחסי מתאים לציר סיבוב יחסי

ומתאימים למהירויות ,  שווי מומנט יחסייםםכוחות במוטות פועלים לאורך קווי, המסבך ללא סמכים

? אז מהו המשתנה הדואלי לכוח בפאה במקרה הזה. לות לאורך צירי סיבוב יחסייםזוויתיות יחסיות הפוע

הוא מתאים לציר הסיבוב  וכי ,קו שווה מומנט מוחלט זהו קו שלאורכו פועל כוח בפאה כי עד כאן ידוע

כוח בפאה של המסבך ללא מכאן ניתן להסיק  כי . רכו פועלת מהירות זוויתית מוחלטתהמוחלט שלאו

 ).10.9איור  ( וציריםאים למהירות זוויתית מוחלטת של המבנה הבנוי מלוחותסמכים מת

 

 

 

 

 

 

 

 

 

                                                     (a)                                                                         (b)  
 

 ללא סמכים מתאימים למהירויות זוויתיות מוחלטות במבנה הכוחות בפאות של המסבךתיאור כי : 910.איור 
 הדואלי הבנוי מלוחות

(a)כוחות בפאות של המסבך ללא סמכים  .(b)מהירויות זוויתיות מוחלטות במבנה הבנוי מלוחות  . 
 

 שווי המומנט המוחלטים במסבך ללא סמכים מתאימים לצירי הסיבוב המוחלטים םקוויעד כאן קיבלנו ש

צירי י המומנט עד לנקודות של המסבך ומ שווםקוויהמרחקים מ, לכן. נוי מלוחות וצירים הבבמבנה

מתאימים ללא סמכים הכוחות בפאות של המסבך   כי ,קיבלנו גם. הסיבוב עד לנקודות של המבנה זהים

הוא בין קשר נוסף ו מקבלים ,מכאן.  הבנוי מלוחות וציריםלמהירויות המוחלטות של הלוחות במבנה

מתקבלות המנטים שהכוחות בפאות יוצרים על הנקודות במסבך ללא סמכים והמהירויות הקוויות המו

 .10.10באיור כמתואר ,  וציריםבנקודות של המבנה הבנוי מלוחות
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 של המבנה lifting-הקשר בין המהירויות הקוויות של הנקודות שמתקבלות כתוצאה מתיאור : 10.10איור 
 ם בנקודות של המסבך ללא סמכים כתוצאה מפעולת הכוחות בפאותיוהמומנטים שנוצר
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  סיכום הפרק10.4

 דוגמה מובאתכאשר ליד כל נושא , 10.1זרימה שראינו באיור ה נציג את תרשים 10.11באיור לסיכום 

 .קטנה רלוונטית ומיקומו בפרק בו דיברנו עליו

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 

 10 בפרק םתרשים זרימה של הנושאים כולל דוגמאות רלוונטיות ומיקומ: 11.10איור 

 מערכת סטטית

 מערכת קינמטית

  שווי מומנטםקווי

 פאון כדורי

 מבנה מלוחות וצירים

 –שלד ממוטות ומפרקים 

 מסבך ללא סמכים

  סיבוב רגעייםצירי

 מבנה עם פאות סגורות

 כוחות בפאות

מומנטים כתוצאה מכוחות 

 בפאות
 

 מהירויות זוויתיות מוחלטות

מהירויות קוויות כתוצאה 

 ממהירויות זוויתיות של לוחות
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 11פרק 

  הבורגת מההיבט של תיאוריPLGR- וFLGRהדואליות בין 

רובוט טורי הן   המערכות רובוט מקבילי וPLGR- וFLGRהראנו שעל סמך הדואליות בין  3בפרק 
זהו כלי . בפרק הזה נציג את אותו הקשר הדואלי אך הפעם מההיבט של תיאורית הבורג. דואליות

ולכן , הנושא של תיאורית הבורג זהו נושא מאוד רחב. שמשתמשים בו  הרבה בפתרון בעיות ברובוטיקה
 Davidson and)-בה בעל הנושא הזה ניתן לקרוא בהרח.  לעבודה הזוםנתייחס רק לדברים הרלוונטיי

Hunt,2004). 
 

   קינמטיקה וסטטיקה מההיבט של תיאורית הבורג11.1

 

ניתן להמיר למערכת ) מערכת של מהירויות זוויתיות וקוויות(כל מערכת קינמטית , בפרק זה נראה כי

. שקולה של מהירות זוויתית אחת הפועלת לאורך ציר מסוים ומהירות קווית הפועלת במקביל לציר הזה

למערכת שקולה של כוח ) מערכת של כוחות ומומנטים(ניתן גם להמיר כל מערכת סטטית , באופן דומה

 . אחד הפועל לאורך ציר מסוים ומומנט הפועל במקביל לציר הזה

 

 צגת מערכת קינמטית בתיאורית הבורג ה1.111.

 במפרקים סיבוביים תעם מהירויות זוויתיו,  רובוט טורילדוגמה זרוע של, טיתת קינמניקח מערכ

 . 11.1איור ב כמתואר, ם במפרקים פריזמתייקוויותומהירויות , כדורייםו

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 
 
 

 יחסיות במפרקים סיבוביים וכדוריים ומהירויות תדוגמה לזרוע של רובוט טורי עם מהירויות זוויתיו: 1.11איור 
 םקוויות יחסיות במפרקים פריזמתיי

 
 

אחת . מחוברות על ידי שני מפרקיםה משתי חוליות הבנויה שקולה למערכת וז המערכת הלהפוךניתן 

, המפרקים המחברים ביניהן הם. (end effector)החוליות היא החוליה הנייחת והשנייה היא הקצה הפעיל 

זוויתית המהירות השבו פועלת , סיבוביהמפרק ה
'Ω

r
ויתיות שפעלו שווה לסכום של כל המהירויות הזוה, 

 הקוויתמהירות השבו פועלת , פריזמתיההמפרק ו ,המקוריתבמערכת 
'V

r
שווה לסכום של כל ה, 

end-effector 

1,0ω
r

 

2,1ω
r

 

j,iV
r

 

n,1n−ω
r
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המערכת החדשה שקיבלנו ניתן בקלות להמיר למערכת בתיאורית . מקוריתהמערכת ב קוויותהמהירויות ה

 .הבורג באופן הבא

 שקולה ת שבה פועלת מהירות זוויתיBתתלכד עם נקודה  O כך שראשית הצירים ,נמקם מערכת צירים

'Ω
r

V' שקולהקווית ומהירות Z  שמהירות זו תפעל לאורך צירבאופן כזה מקםנ. 
r

כך YZ  תפעל במישור

נגד כיוון  ξ'  תהיהZלבין ציר שקולה   בין מהירות קוויתת זווי.Oשההמשך שלה יחתוך ראשית הצירים 

V'וקטור. השעון
r

 'A ניקח נקודה שרירותית .בקצה הפעיל הוא וקטור חופשי כי הוא זהה לכל הנקודות 

 'Aמהירות של נקודה . ζ על ידי'OAעד לקו  X מציר ת ונגדיר זוויend effector - לתשייכ הXYבמישור 

 :מורכבת משלושה רכיבים שגודלם וכיוונם מוגדרים באופן הבא

(i) ( )'OA'Ω
r

 .Z המתאים לכלל יד ימין סביב צירובעל סימן   OA'-המאונך ל, 

)ii ('sin'V ξ−
r

 .Y המקביל לציר, 

)iii ('cos'V ξ
r

 .Z המקביל לציר, 

 פועלים באותו כיוון תוויתי ומהירות זקוויתמהירות  מצב בו כלומר, Twist לקבל מערכת םאנו מעונייני

(Davidson and Hunt,2004) .נניח נקודה כלשהי צורך זהל A (xA , yA , 0) , אם נעביר אליה את כאשר

. מערכתב ותפועלהנתבונן במהירויות . שקולה למערכת המקוריתה Twistנקבל מערכת , Oראשית הצירים 

 XYכך שהוא נמצא גם במישור  'OAנו כיוון שהגדר, XYפועלת במישור ) i(-מתוארת בההמהירות 

 תומהירות זוויתי
'Ω

r
: לשני רכיבים) i(- ניתן לפרק את המהירות המתוארת ב,מכאן. Z פועלת לאורך ציר 

)- ששווה לXאחד בציר  ) ζΩ cos'OA'
r

)- ששווה לY והשני בציר  ) ζΩ sin'OA'
r

מהירות , כפי שצוין קודם. 

Ω' השקולה של המערכת תזוויתי
r

 צריכה לפעול קווית מהירות Twist במערכת ,לכן. Z פועלת לאורך ציר 

 ובציר X בציר קווית אנו צריכים להפטר מרכיבים של מהירות ,מצב זהעל מנת לקבל . Zגם לאורך ציר 

Y . כדי לצמצם רכיב מהירות ליניארית בכיווןYצריך לקיים : 

                                  (*)               ( ) 'sin'Vcos'OA' ξ=ζΩ
r

 

 :X וכדי לצמצם רכיב בציר

                                                            (**)( ) 0sin'OA' =ζΩ
r

 

 Aנקודה כי  ניתן להסיק ,לכן .180o-חייבת להיות שווה או לאפס או לζכי מקבלים (**) מהמשוואה 

 . yA=0דהינו , X נמצאת על ציר

) כימקבלים (*) ומהמשוואה  ) 'sin'/'VxA ξΩ=
rr

. 

מהירות זוויתית של . Z מקביל לציר instantaneous screw axis $rשבה Twist  מקבלים מערכת ,לבסוף

Ωהמערכת 
r

cos'V' פועלת לאורך ציר זה ומהירות ליניארית שגודלה  ξ
r

נקרא .  פועלת במקביל לציר זה

τ שהתקבלה קוויתלמהירות 
r

 Twistלמערכת .  ניתן לראות את השלבים שפורטו מעלה11.2באיור . 

 : באופן הבאקוויתית ומהירות מקשרת בין מהירות זוויתה hrשקיבלנו יש פסיעה 

)11.1                                                                     (Ωτ r

rr
h= 



 112 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

 

 

 

 הפועלת תמהירות זוויתי, $instantaneous screw axis rכלומר , Twistסכימה למציאת מערכת :2.11 איור

Ω לאורך ציר זה
r

τ ומהירות ליניארית הפועלת בכיוון של הציר
r

Ω' ת בהינתן מערכת של מהירות זוויתי
r

 ומהירות 

V'ליניארית 
r

 שקולות
 
 

 : ניתן להבדיל בשני מקרים מיוחדים

0rדהיינו , פסיעה שווה לאפס: 1מקרה  =h. שווה הקוויתמהירות כי ה מקבלים (11.1) מהמשוואה 

 . מבצע סיבוב טהורהגוף, דהיינו, לאפס

זוויתית המהירות ה תהיה מוגדרת (11.1)כדי שמשוואה . rh=∞דהיינו , פסיעה שווה לאינסוף: 2מקרה 

 .תקה טהורהגוף מבצע העהואז זהו מקרה ש, חייבת להיות שווה לאפס

 
 הצגת מערכת סטטית בתיאורית הבורג 2.111.

 . 11.3איור ב  כוחות ומומנטים כמתוארnנתבונן בגוף קשיח שפועלים עליו מערכת של 

 

 

 

 

 

 

 

 

  כוחות ומומנטיםnדוגמה לגוף קשיח שפועלים עליו מערכת של : 3.11איור 
 

 כוח שקולשבה על הגוף פועל , שקולהגם במקרה הזה ניתן לקבל מערכת 
'R

r
שווה לסכום של כל ה, 

 הכוחות שפעלו במערכת המקורית ומומנט שקול
'T

r
על מנת לקבל . שווה לסכום של כל המומנטיםה, 

X 

'V
r

 
'Ω

r
 

'ξ 
τ
r

 
Ω
r

 

B=O 

A Y 
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$r 

A' 

'cos'V ξ
r

 

'sin'V ξ−
r

 

'OA'Ω
r
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נמקם מערכת צירים כך שראשית . שלבים הבאים המערכת בתיאורית הבורג נבצע  אתהשקולהמהמערכת 

  שבה פועל כוח שקולB עם נקודה תתלכד Oהצירים 
'R

r
 Zכוח יפעל לאורך ציר נמקם באופן כזה שה. 

 ן מומנט שקולזווית בי. O כך שההמשך שלו יחתוך את ראשית הצירים YZמומנט שקול יפעל במישור הו

שבה הכוח , Wrench לקבל מערכת מהמערכת שקיבלנו נרצה.  נגד כיוון השעוןξ'תהיה  Zלבין ציר 

אם נתבונן במערכת שקולה שקיבלנו נראה ). Davidson and Hunt,2004(והמומנט פועלים באותו כיוון 

cos'T' - ששווה לZאחד בכיוון :  שקול המומנטים ניתן לפרק לשני רכיביםרשווקטו ξ
r

 Y והשני בכיוון 

sin'T'-ששווה ל ξ
r

 על מנת לקבל שגם מומנט .Z לאורך ציר יפעלמיקמנו מערכת צירים כך שכוח שקול . 

זה יקרה אם נעתיק את מערכת . Yבכיוון יפעל באותו כיוון אנו צריכים לאפס את הרכיב  המומנט 

) במרחק X שנמצאת על ציר Aהצירים שלנו לנקודה  ) 'sin''/T ξR
rr

כיוון שבעת העתקת כוח , O מהראשית 

'R
r

) -נוצר מומנט ששווה ל  ) 'sin'T'sin''/T' ξ=ξ
rrrr

RRבי של ציר בכיוון חיוY והוא מבטל את הרכיב של 

כוח . Z מקביל לציר $ screw axis שבה Wrenchכתוצאה מכך מקבלים מערכת . המומנט שפועל שם

-פועל על המערכת שווה לה
'R

r
cos'T'-וכיוונו לאורך ציר זה והמומנט שגודלו שווה ל  ξ

r
 פועל במקביל 

R נקרא לכוח שהתקבל. לציר זה
r

T  ולמומנט
r

. Wrench מתוארים השלבים לקבלת מערכת 11.4באיור  .

 :שמקשרת בין כוח ומומנט באופן הבא h שקיבלנו יש פסיעה Wrenchלמערכת 

)11.2                        (                                            Rh
rr

=T 

 :גם כאן ניתן להבדיל בשני מקרים

וזה מתאים ,  נקבל שהמומנט שווה לאפס(11.2)מהמשוואה . h=0דהיינו , פסיעה שווה לאפס: 1מקרה 

 .למקרה שבמערכת פועל כוח טהור

 תהיה מוגדרת הכוח חייב (11.2)כעת על מנת שהמשוואה . h=∞דהיינו , אינסוףפסיעה שווה ל: 2מקרה 

 .וזה מתאים למקרה שבמערכת פועל מומנט טהור, להיות שווה לאפס

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 
 

Rכוח הפועל לאורך ציר זה , $ screw axisכלומר ,  Wrenchסכימה למציאת מערכת : 4.11איור 
r

 ומומנט הפועל 

Tבכיוון של הציר
r

R' בהינתן מערכת של כוח 
r

T' ומומנט 
r

 שקולים
 

X 

'R
r

 

'ξ 

B=O 

A 
Y 

Z 

$ 
'T

r
 

R
r

 
T
r
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 Twist- וWrenchהקשר הדואלי בין גרף הזרימות הקווי וגרף הפוטנציאלים הקווי לדואליות בין  211.

מהירות מ המורכבתשקולה המערכת את  קבלמערכת קינמטית ניתן לכל ל הראנו ש11.1.1בסעיף 

מערכת ה. ליניארית הפועלת במקביל לציר הזהה ומהירות הזוויתית הפועלת לאורך ציר המכונה ציר הבורג

כוח מ המורכבתשקולה המערכת את  קבלכל מערכת סטטית ניתן לל ,בדומה לכך. Twistזו נקראת ה

 נסכם בטבלה הבאה את .Wrench זוהי מערכת. זההמנט הפועל במקביל לציר  ומו הבורגהפועל לאורך ציר

 . הדברים שידועים לנו על המערכות האלו

 

 סטטיקה קינמטיקה

, בהינתן זרוע המורכב מחוליות שמחוברות בטור

לכל הזוג הקינמטי  שמחבר בין החוליות ניתן 

.  הפועל לאורך ציר הבורגTwistלהגדיר 

 .  היא המהירות הזוויתיתTwistהאמליטודה של 

המורכב מפלטות שהמוטות , בהינתן רובוט מקבילי

, המחברים ביניהן נמצאים במקביל אחד ביחס לשני

 הפועל לאורך ציר Wrenchלכל המוט ניתן להגדיר 

 .  היא הכוחWrenchהעוצמה של  . הבורג

הקשר בין המהירות הקווית והמהירות הזוויתית 

Ωτ:  הואTwistבמערכת  
rr

h=. 

h -פסיעה  . 

 :  הואWrenchהקשר בין המומנט והכוח במערכת  

Rh
rr

rT = . 

hr -פסיעה . 

מבצע ,  עם פסיעה ששווה לאפסTwistהגוף שעושה  

 . תנועת סיבוב טהור סביב ציר הבורג

 עם פסיעה ששווה לאפס Wrenchהגוף שפועל עליו  

וח הטהור הפועל לאורך ציר נמצא תחת הפעלת הכ

 . הבורג

מבצע ,  עם פסיעה אינסופית Twistהגוף שעושה 

 . תנועת העתקה

 עם פסיעה אינסופית  Wrench הגוף שפועל עליו

 . נמצא תחת הפעלת המומנט הטהור

 Wrench- ו Twistהקשרים הדואלים בין המערכות : 111.טבלה 
 
 

:  הואTwistוויתית והמהירות הליניארית במערכת מהטבלה אנו רואים שהקשר בין המהירות הז

Ωτ
rr

h= , ובין הכוח והמומנט במערכתWrench :Rh
rr

rT מתיאורית הבורג ידוע שהמערכות האלו . =

, Wrench מתאימות לכוחות במערכת  Twistומכאן נובע שהמהירויות הזוויתיות במערכת  , דואליות

Ωכלומר 
rr

=R ,כלומר , והמהירויות הקוויות למומנטיםτT
rr

אם נזכר בדואליות בין גרף זרימות קווי . =

שאותו הצגנו בדוגמה של שתי , גם שם קיבלנו את אותו הקשר, 7וגרף פוטנציאלים קווי שהצגנו בפרק 

 . רובוט טורי ורובוט מקבילי, המערכות הדואליות
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 12פרק 
 

 מסקנות והמשך המחקר, סיכום
 

 סיכום 12.1

 
כמו כן התגלו פירושים , העבודה הזו נתנה זווית חדשה על עבודות שדווחו וחשפה קשרים חדשים ביניהם

 . וכן פותחו יישומים נוספים למימוש הדואליות המבוססת על תורת הגרפים, חדשים למושגים שונים

בעיקר התעמקנו בנושא , ים רבים של דואליות הקיימים בספרותבתזה חקרנו בצורה מעמיקה סוג

reciprocal של Maxwell ,והשוונו , שבשנים אחרונות זכה להתעניינות מחודשת מצד חוקרים רבים בעולם

 . אותם מול הדואליות שפותחה לאחרונה ומבוססת על תשתית מתורת הגרפים

 

 תוצאות שהתקבלו במחקר

והתברר כי יש קשר , Maxwell של reciprocalהזו הקדשנו זמן רב לחקור נושא בעבודה , כפי שצוין קודם

 אך ורק reciprocalכי ניתן לבצע , התגלה לראשונה, יתרה מזאת. בינו לבין דואליות מסבכים ומכניזמים

 גילה בין פאונים Maxwell-על בסיס הקשר ש. Assurעל קבוצות מבנים מיוחדים שנקראים מבני 

, קו שווה מומנט, נחשפה כאן בתזה משמעות גיאומטרית לישות פיזיקלית, reciprocal-מרחביים ו

החשיפה הזו הובילה לשיפור שיטה הבודקת האם מבנה . שפותחה לאחרונה בדואליות מסבכים ומכניזמים

והתברר הקשר ,  נחקר כאן בתזהparallel drawingנושא חשוב אחר שנקרא . הוא היטל של פאון מרחבי

על בסיס הקשר הזה התגלה קשר נוסף בין . בין השיטה הידועה במכניזמים המכונה בבואת מהירויותבינו ל

parallel drawingדווח בספרות כי קיימת דואליות בין .  לדואליות מסבכים ומכניזמיםparallel drawing 

 parallel drawing-הדואליות הזו הובילה לגילוי בתזה של קשר בין מהירויות הצמתים ב. reciprocal-ו

אם במבנה , דווח בספרות כי. reciprocal-הפועל ב, כוח בפאה, וישות חדשה מדואליות מסבכים ומכניזמים

, דווח לאחרונה, יתרה מזאת. parallel drawing וגם reciprocalאזי ניתן לבנות לו גם , פועל מאמץ עצמי

רק , מכאן דווח בתזה כי. גם כל מוט הוא נייד ניתן להפעיל מאמץ עצמי בכל המוטות וAssurכי רק למבני 

לקבלת בעבודה זו הוצגה לראשונה שיטה . parallel drawing   וגםreciprocal ניתן לבנות גם Assurלמבני 

 הידועה בספרות והכוחות Bow's notationהשיטה מבוססת על טכניקת . מכניזם דואלי למסבך לא מישורי

דואליות בגיאומטריה , רו בתזה סוגי דואליות אחרים לדוגמה נחקreciprocal-בנוסף ל. בפאות

על בסיס הדואליות בגיאומטריה פרויקטיבית התגלה משתנה . פרויקטיבית ודואליות בתיאורית הבורג

.  והוא מתאים למהירויות זוויתיות מוחלטות של חוליות במכניזם דואליpillar systemהפועל בפאות של 

 דווח בספרות על קשר בין כוחות ומומנטים במערכת סטטית ומהירויות בדואליות מתיאורית הבורג

התברר כי קשר זה אפשר לקבל גם מדואליות . בהתאמה, קוויות ומהירויות זוויתיות במערכת קינמטית

 . PLGR- וFLGR ומכניזמים המבוסס על דואליות pillar systemsבין 
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  מסקנות והמשך מחקר12.2
  

 מסקנות

התגלו קשרים חדשים . ו ניתן מבט כללי רחב על סוגי דואליות הקיימים בתחומים השוניםבעבודה ז

ועל בסיס הקשרים האלו ניתנו משמעויות חדשות לתוצאות , בין העבודות השונות שנעשו בנושא דואליות

התקבלה ,  בנושא פאונים שנחקרה בתזהMaxwellעל בסיס העבודה של , לדוגמה. שהתקבלו בעבר

 .  קו שווה מומנט, גיאומטרית לישות חדשה מתחום סטטיקהמשמעות 

החפיפה בין סוגי דואליות הקיימים שהתגלתה בתזה והקשרים הדואלים בין הישויות השונות שדווחו 

 הובילה reciprocal- וparallel drawingדואליות בין , לדוגמה. בספרות הובילו לגילוי קשרים חדשים

 וישות חדשה מדואליות בין מסבכים parallel drawing-רויות הצמתים בלגילוי בתזה של קשר בין מהי

 . reciprocal-הפועל ב, כוח בפאה, ומכניזמים

, אלה מבנים מיוחדים, שעד כה הורחב עליהם רק בספרות הרוסית, Assurמבני , ניתן לגלות מהתזה כי

 ניתן לבנות גם Assurני התגלה בתזה כי רק למב, לדוגמה. שלהם חשיבות רבה בתחום של דואליות

reciprocal וגם parallel drawing .ואומר כי רק , שדווח לאחרונה בספרות, משפט זה מקביל למשפט אחר

 .  פועל מאמץ עצמי בכל המוטות וכל המוטות ניידיםAssurלמבני 

 בזמן שבדואליות בין מסבכים, Assur נותן מענה רק למבני Maxwell של reciprocal, התברר כי

דואליות בין מסבכים ומכניזמים כללית יותר , מכאן ניתן לסכם כי. ומכניזמים ניתן לטפל בכל מבנה כללי

 . reciprocal-מ

בתזה , לדוגמה. דואליות מאפשרת העברת ידע מתחום אחד לתחום אחר, ניתן לראות בתזה כי

 . משתמשים בידע מתחום של קינמטיקה לתחום של סטטיקה ולהיפך

כי דואליות מתורת הגרפים אינה מוגבלת לגרפים מישוריים ,  החשובות של התזה היאאחת המסקנות

ניתן לקחת שיטות שפותחו עבור מבנים מישוריים ולהרחיב אותם גם למבנים לא , מכאן. כמדווח בספרות

וכעת היא , בתזה הורחבה שיטת הכוח בפאה למציאת מצבים מתים של מכניזמים, לדוגמה. מישוריים

 .  למכניזמים לא מישורייםתקפה גם

 

 המשך מחקר

 אלה מבנים מיוחדים בעלי חשיבות Assurכי מבני , אחת המסקנות של התזה היא, כפי שצוין קודם

ניתן ,  בדואליותAssurמכיוון שהמחקר מהווה תחילת הדרך לשילוב מבני . רבה בתחום של דואליות

 . להרחיב על הנושא בצורה מעמיקה יותר במחקרים הבאים

ניתן להעביר את , דואליות מתורת הגרפים אינה מוגבלת רק למבנים מישוריים, לאחר שהוצג בתזה כי

 . גם למבנים לא מישוריים) קשרים דואלים ושיטות שונות(הידע שפותח עבור מבנים מישוריים 

, רפואה, ארכיטקטורה, בשנים אחרונות נושא של דואליות השתלב במגוון רחב של תחומים כגון

מכאן ניתן לבדוק במחקרים , דואליות מאפשרת העברת ידע בין תחומים שונים, כאמור. ולוגיה ועודבי

הבאים אפשרויות ליישם שיטות וקשרים שפותחו בתחומים של קינמטיקה וסטטיקה גם בתחומים 

 .  החדשים
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Abstract 

 
 
The issue of dualism was first reported in literature by Maxwell back in 1864, who discovered 
that for every truss in statics there exists another truss, termed reciprocal, while the rod length 
in the first corresponds to the magnitude of the force in the corresponding reciprocal rod and 
vice versa. Since then, a number of types of dualisms were developed and reported in many 
fields, such as Algebraic dualism, screw theory  duality, the works of structural topology and 
more ,where in the works of structural topology it has been reported on duality between 
systems in statics and kinematics using projective geometry.  
In the last decade, a duality between structures in statics and kinematics has been developed 
with the entire mathematical foundation is stemming purely from graph theory. 
In this thesis, two types of dualities, derived through graph theory representation, were 
investigated: duality between trusses and mechanisms and duality between pillar systems and 
mechanisms, all with respect to other published works. 
 
In the thesis, it was found that there exists a relation between duality of trusses and 
mechanisms, and Maxwell's reciprocity. It was revealed that most of the reciprocals are 
actually a special type of structures that were reported in the Russian literature, known as 
Assur structures. The relations between the different dualities led to interesting results as 
reported in the thesis. For example, from the duality between trusses and mechanisms, new 
physical entities were received in the field of statics: equimomental line and face force. On 
the basis of the connection between spatial polyhedrons and the reciprocal structures,  
discovered by Maxwell, it was found that there exists a geometric meaning to equimomental 
lines and face forces, while the latter two are physical entities dual to instant centers  and 
absolute velocities in kinematics, respectively. Moreover, on the basis of the Bow's notation 
method which was used by Maxwell, the duality between trusses and mechanisms has been 
extended, and now includes also non planar mechanisms. Therefore, the face force method is 
now applicable also in finding singular positions of non planar mechanisms. In the thesis, it 
was also discovered, that there exists a relation between methods developed by 
mathematicians who examined Maxwell's works and known methods in the mechanisms 
community. For example, the parallel drawing method used in rigidity theory community 
resembles to the image velocity method which is known in machine theory. 
 
Another duality based on graph theory, which has been dealt with in the thesis, is the duality 
between pillar systems and mechanisms It was found that there exists a tight relation between 
that duality and the duality in projective geometry, widely used in screw theory. Here also, the 
generalized view of duality led to new results, such as the face force in pillar systems. 
 
To conclude, the generalized view of the duality led to a general comprehension of relations 
between different works which were done in the field, and revealing of new ones, receiving 
new meanings to previous results and extending methods and techniques that had already 
been developed. Furthermore, it was found that methods examined and developed in the 
thesis are applicable to integrated static and kinematic systems such as tensegrity deployable 
structures, and provide us with a  general view on both kinematics (during deploying and 
folding) and statics (while the structure can sustain external loads).   
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