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המחלקה להנדסת חשמל – מערכות
מערכות לוגיות ספרתיות         0512.3561      Digital Logic Systems
תרגול כיתה מס’ 2: אריתמטיקה בינארית וייצוגים בינאריים

פעולות אריתמטיות על מספרים בינאריים:

חיבור:
 למשל – נבצע 41 + 13  בבסיס 2:

	
	1
	0
	1
	0
	0
	1
	=
	(41)10

	+
	
	
	1
	1
	0
	1
	=
	(13)10

	
	1
	1
	0
	1
	1
	0
	=
	(54)10


בדקנו שב"עולם הדצימלי" 41+13 = 54

וביצענו אותה פעולה ב"עולם הבינארי" וקיבלנו 110110, שהוא שקול ל- 54.

העקרון:
1 + 1 = 0 (1)

1 + 0 = 1 (0)

0 + 1 = 1 (0)

0 + 0 = 0 (0)

חיסור (של מספרים לא מכוונים)

 נבצע 27 - 5  בבסיס 2:

	
	1
	1
	0
	1
	1
	=
	(27)10

	-
	
	
	1
	0
	1
	=
	(5)10

	
	1
	0
	1
	1
	0
	=
	(22)10


טבלה של חיסור וחיבור 2 ביטים
	X
	Y
	X+Y
	X-Y

	
	
	sum
	carry
	diff
	borrow

	0
	0
	0
	0
	0
	0

	0
	1
	1
	0
	1
	1

	1
	0
	1
	0
	1
	0

	1
	1
	0
	1
	0
	0


כפל:
נבצע 25 * 5  בבסיס 2:

	
	
	1
	1
	0
	0
	1
	=
	(25)10

	
	X
	
	
	1
	0
	1
	=
	(5)10

	
	
	1
	1
	0
	0
	1
	←
	1 X (11001)2

	
	0
	0
	0
	0
	0
	
	←
	0 X (110010)2

	1
	1
	0
	0
	1
	
	
	←
	1 X (1100100)2

	1
	1
	1
	1
	1
	0
	1
	=
	(125)10


חילוק:
נבדוק:
19 / 3 = 6 (1)

	
	
	
	
	1
	1
	0

	1
	1
	1
	0
	0
	1
	1

	
	
	
	1
	1
	
	

	
	
	
	
	1
	1
	

	
	
	
	
	1
	1
	

	
	
	
	
	
	0
	1

	
	
	
	
	
	0
	0

	
	
	
	
	
	0
	1


אכן קיבלנו את 6 עם שארית 1

ייצוג מספרים במחשב: ייצוג מספרים שליליים – 

הבעיה: נתונים לנו N ביטים, וברצוננו לשמור בהם ערכים חיוביים ושליליים.  
הרעיון הבסיסי משותף לכל השיטות- 

נקצה אחד מ- N הביטים (הביט המשמעותיMSB-) לייצג את הסימן, ובשאר N-1 הביטים נשמור ייצוג כלשהו של המספר בערכו המוחלט.
נכיר 3 שיטות:
1. Sign-Magnitude
נקצה את הביט המשמעותיMSB) ) לייצג את הסימן, ובשאר N-1 הביטים נשמור את הייצוג הבינארי של המספר בערכו המוחלט. לסיבית הסימן נקבע:

0 = חיובי
1 = שלילי (במקרה הכללי r-1)
דוגמא 
בבסיס 2:
0001 = 1


1001 = -1

1100 = -4

0100  = 4

בבסיס 10:
(+5)=005
(-5)=905
חסרון: האריתמטיקה מסובכת.  ננסה להשתמש בשיטה לחיבור מספרים חיוביים-

	
	1
	1
	0
	0
	=
	(-4)10

	+
	0
	0
	0
	1
	=
	(+1)10

	
	1
	1
	0
	1
	(
	(-3)10


בנוסף- יש שני ייצוגים שונים ל"0": 00000 ו- 10000.

2.  one’s complement או באופן כללי (r-1) ’s complement
בהינתן מספר x, מגדירים את 1sC(x) כהיפוך של כל הביטים ב- x: 1 הופך ל- 0, 0 הופך ל- 1.

(באופן כללי- בבסיס r, כל ביט מוחלף בביט המשלים ל (r-1)).
לדוגמא:
(631)10 
   = 0631

1’sC {(631)10 
} = 9368 = (-631)1sc
(11)10 

   = (01011)2

1’sC {(01011)2 }   = (10100)2 = (-11)1sc
הסימן: בייצוג מספר בן N-1 ספרות בשיטת 1’s complement, הביט השמאלי ביותר (ה-MSB) מייצג את הסימן (r-1= שלילי, 0 = חיובי). 
הערה: גם בשיטה זו יש שני ייצוגים שונים ל-"0": 00000, 11111.

אריתמטיקה באמצעות 1’s complement:
1. מחברים את שני המספרים באופן רגיל

2. מוסיפים את ה- carry לביט הLSB (הימני ביותר).

דוגמא: נבצע 14-12:
נניח N = 6
ראשית נפענח  14:
(14) 10 = (001110) 2

כעת נייצג את (-12):
(12) 10 
 = (001100) 2

1’sC(12) = (110011)2

1. נחבר

	(14)10
	=
	
	0
	0
	1
	1
	1
	0


	(-12)10
	=
	+
	1
	1
	0
	0
	1
	1

	
	=
	1
	0
	0
	0
	0
	0
	1

	
	
	carry
	MSB
	
	
	
	
	LSB


2. נוסיף את ה- carry
	
	0
	0
	0
	0
	0
	1
	
	

	+
	
	
	
	
	
	1
	
	

	
	0
	0
	0
	0
	1
	0
	=
	((2)10


ההגיון
בשיטה זו, הסכום של זוג מספרים משלימים הוא תמיד 0 (לפי הגדרה) אבל הוא גם מתקבל תמיד rN-1. למשל:

ניקח N=5,

(12) = 

01100 




+

(-12)2sc =
10011



--------



11111 = 25-1 = 31 = 0

לכן הפעולות מתבצעות מודולו – 2N-1.

1. אם קיבלנו תוצאה ללא carry, אז מודולו 111..11 זו התוצאה עצמה

אם קיבלנו את 1111..111 ללא carry, למעשה קיבלנו את הייצוג השלילי של אפס ולכן משאירים את המספר.
2. אם קיבלנו  carry, בעצם קיבלנו 2N + מספר כלשהו.  לכן מוסיפים את 2N מודולו  2N-1– שהוא 1 – למספר שקיבלנו ללא ה- carry.
3. אין סכנה שנקבל  carry שוב. (ניתן לבדוק ולראות שעל מנת שיתקבל carry נוסף, המספר שאליו מוסיפים "1" צריך להיות 111111, אבל  סכום שני מספרים לא יכול לתת 1111111 – אלא לכל היותר 1111110).
3. Two’s complement (2’sC) (המשלים ל-2)


(באופן כללי: r’s complement)

השיטה: בהינתן מספר בייצוג בינארי, בצע:
1. החלף את כל ספרות ה- 1 ב- 0, ואת כל ספרות ה- 0 ב- 1. (באופן כללי, "1"=(r-1)).
2. הוסף 1 לתוצאה.
דוגמא:
(654)10

= 0654

(-654)2sc 
= 9345 + 1 = 9346
(12) 10 
= (001100) 2

(-12)1sC = (110011)2

(-12)2sc  = (110100)2

שיטה נוספת (ישימה רק במקרה הבינארי): סרוק את המספר מימין לשמאל  עד להופעת ה- 1 הראשון במספר (כולל). המר לאחריו (משמאלו) כל 0 ב - 1 וכל 1 ב- 0.
למשל:
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הסימן בייצוג 2’s complement: כמו בשיטות הקודמות, בייצוג מספר בן N-1 ספרות בשיטת בשיטת 2’s complement, הביט השמאלי ביותר (ה-MSB) מייצג את הסימן (1 = שלילי, 0 = חיובי). 
בשיטה זו ל "0" יש ייצוג יחיד (00000...000) !

אריתמטיקה באמצעות 2’s complement: מסתמכת על:

בהינתן מספר x, מתקיים:
2’s C (x) = 2N – x

לכן, ניתן לומר:
X – Y = X + (-Y) 


= X + 2sC(Y) - 2N
באריתמטיקה באמצעות 2’s complement מתעלמים מה- carry.
דוגמא: נבצע 14-12:
נניח N = 6
ראשית נפענח  14:
(14) 10 = (001110) 2

כעת נייצג את (-12):
(12) 10 
= (001100) 2

2sC(12) = (110100)2

נחבר:
	(14)10
	=
	
	0
	0
	1
	1
	1
	0
	
	

	(-12)10
	=
	+
	1
	1
	0
	1
	0
	0
	
	

	
	=
	1
	0
	0
	0
	0
	1
	0
	=
	(2)10

	
	
	carry
	MSB
	
	
	
	
	
	
	


הביט האחרון, מעבר ל-6 ביטים, הוא ביט ה- carry.  מתעלמים ממנו (זה שקול להחסרה של 2N).

ה- MSB  הוא אפס, ולכן המספר הוא חיובי.
דוגמא נוספת: נבצע (-14-12):

נניח N = 6
ראשית נפענח  (-14):
(14) 10 = (001110) 2

2sC(14) = (110010)2

כעת נייצג את (-12):
(12) 10 
= (001100) 2

2sC(12) = (110100)2

נחבר:
	(-14)10
	=
	
	1
	1
	0
	0
	1
	0
	
	

	(-12)10
	=
	+
	1
	1
	0
	1
	0
	0
	
	

	
	=
	1
	1
	0
	0
	1
	1
	0
	=
	-?

	
	
	carry
	MSB
	
	
	
	
	
	
	


כמו קודם הביט האחרון, מעבר ל-6 ביטים, הוא ביט ה- carry.  מתעלמים ממנו.

ה- MSB  הוא 1, ולכן המספר הוא שלילי.

קיבלנו 100110, שהוא שלילי.  כיצד נברר את ערכו בערך מוחלט?
תשובה: two’s complement היא פעולה הפכית לעצמה.  ביצוע two’s complement חוזר ייתן לנו את ערכו המוחלט של המספר.
2sC(100110) = (011010) 2 = (26) 10

קיבלנו ש- 100110 הוא בערכו המוחלט 26, ולכן ערכו הוא (-26).

מהו המספר הקטן ביותר והגדול ביותר שניתן לייצג ב N סיביות?

התשובה תלויה בייצוג!!

המספר החיובי הגדול ביותר שניתן לייצג (בכל השיטות)  ע"י N סיביות הוא: 01111111= 2N-1-1.

למשל- באמצעות 7 ביטים, המספר הגדול ביותר לייצוג הוא

 (0111111)2 = 63 = 26-1 

המספר הקטן ביותר (למשל ב 8 סיביות) הוא המספר השלילי (10000000)2.

נראה מה ערכו בשיטת המשלים ל-2:

10000000  (  01111111





   +





  1




_________




10000000  = 128 = 27
לכן המספר המקורי הוא 10000000= -128 ובאופן כללי –2N-1  ותחום המספרים המסומנים הניתנים להצגה (בשיטת 2s complement) הוא [-2N-1, 2N-1-1].

באופן דומה ניתן להראות (הראו!) שתחום המספרים בשיטת 1s complement וגם בשיטת sign-magnitude הוא [-2N-1-1, 2N-1-1].

גלישה (Overflow)  
אם פעולה חשבונית גורמת לתוצאה שנמצאת מחוץ לתחום המספרים הנתמך ע"י מספר הסיביות- מתקבלת גלישה. 

סימן לגלישה- למשל, אם סיבית הסימן בתוצאת הפעולה החשבונית, הפוכה – אירעה גלישה! 

(לעיתים סיבית הסימן נכונה, ומשמאל לה יש '1' מיותר – ניתן להתעלם ממנו)

דוגמא:  חיבור בשיטת המשלים ל-2, ב-3 סיביות:     011+011=110, אירעה גלישה: חיברנו שני מספרים חיוביים והתקבל מספר שלילי. הסיבה: תחום הייצוג בשיטת המשלים ל-2, ב-3 סיביות, הוא [-4..3] וניסינו לייצג את המספר 6+.

הערה חשובה: הגדלת מספר הסיביות מתבצע ע"י שכפול הסיבית השמאלית (ה-MSB), למשל: מעבר מ 4 סיביות ל 6 סיביות ול- 9 סיביות (ללא שינוי ערך המספר) יתבצע כדלקמן:

(+5) = 0101 = 000101 = 000000101 

(-3) = -(0011)2sc = 1101 = 111101 = 111111101

יצוג מספרים במחשב:
שיטת נקודה-צפה (floating point)
בשיטת fixed-point קובעים מראש מיקום הנקודה העשרונית:

למשל – אם קבענו שמיקום הנקודה 4 ספרות משמאל, אז:
1101.0111 = 13.4375

החסרון בשיטה הזאת – לא ניתן לייצג מספרים גדולים מאד ומספרים קטנים מאד:

בשיטת הנקודה הצפה (floating point), מיצגים את המספר באמצעות  3 מרכיבים:

1. Mantissa (M)

2. Exponent (E) (מעריך)
3. בסיס
לכל מרכיב ייצוג בינארי בנפרד.

הערך של המספר בייצוג הזה הוא M·2E. דוגמא:     0.0110110=2-6 x11011
פעולות אריתמטיות בשיטת floating point:

חיבור\חיסור:
אם המעריך זהה, מסכמים את המנטיסות ומשאירים את המעריך ללא שינוי, למשל:

0.2356*104 + 0.4123*104 = 0.6479*104
 אם לא- יש להשוות תחילה את המעריכים ולבצע באותה דרך, למשל:

0.1166*102 + 0.8811*104 = 0.001166*104 + 0.8811*104 = 0.882266*104
כפל:
כופלים את המנטיסות ומחברים את המעריכים, למשל-

(0.3355*102)*(0.4466*103) = 0.1498*105
חילוק:
מחלקים את המנטיסות ומחסרים את המעריכים:

(0.444*107) : (0.1357*104) = 3.274*103=0.3274*104
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