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  1 -הרצאה 
  

  חיזוי וכלל השרשרת לאינפורמציה הדדית בעולם הגאוסי, משוונים
  

  ניר וינברגר י "סוכם ע

  

  )ISI(ערוץ רעש גאוסי עם הפרעה בין סימנית . א

  
   ). Inter-symbol interference, ISI( לערוץ עם הפרעה בין סימנית נעסוק במודל זמן בדיד הבא

  

  
  
  

nnnnי  "המוצא מתואר ע zxhy +=    כאשר *

PxE , מוגבלת הספק nxהכניסה •
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 .  

)(ותגובת תדר , nh ת תגובת הלםבעלקבועה בזמן הערוץ מכיל מסננת ליניארית  • fH. 

)(בעל ספקטרום הספק , nz מתווסף רעש חיבורי גאוסי • fS z. 

  
)(י הוספת מסננת הופכית ל "ע fH ניתן לעבור לערוץ השקול הבא במוצא הערוץ ,   
  

  

  
  

neqnnי "כך שכעת המוצא מתואר ע zxy neqzהרעש החיבורי השקולאשר כ=+,  הוא גאוסי עם ,

)()()( ספקטרום הספק 
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  ן שו  מכיו-המבוא האופטימלי  •
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כאשר הסופרימום נלקח על פני כל התהליכים האקראיים הסטאציונריים שמקיימים את אילוץ 
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nx הוא תהליך אקראי גאוסי עם ספקטרום הספק)( fP ,הנקבע באמצעות כלל מזיגת המים.  

  

   גאוסי  ISI לשידור וגילוי בערוץ שימוש במשוון עם משוב החלטה. ב

  
) Decision feedback equalizer (משוב החלטהו )Feed forward equalizer( משוב קדמי משוון עם

  .י המערכת הבאה"אר עומת
  

  
}י "עברה מסומן ע, ndכאשר עבור סדרה  }1−

∞−
− ≡ n

n dd.  

  
  . ולכן סימבולי העבר ידועים במקלט,  נכונותslicer החלטות העבר ב : הנחה

  
ינפורמציה ההדדית הסקלארית  להגיע למצב שבו קיבול הערוץ עם הזיכרון שווה לאאמטרת המערכת הי

} דהיינו , על פני יחידת ההחלטה } { } );ˆ();(sup nnnn ddIyxIC ==.  
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  והשוויון השלישי נכון עבור תהליכים,               כאשר השוויון השני נובע מכלל השרשרת

}כאשר מגדירים ,               אקראיים סטאציונריים במצב היציב }...,, 21 −−
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   :כאשר
 מתקיים עיבוד הנתוניםשוויון - שום שמצד אחד לפי אימתמיד השוויון הראשון נכון  -

{ } { } { } { });();( nnnn ydIyxI ובאמצעות , ndי "נקבעים דטרמיניסטית עnxמכיוון ש, ומצד שני, ≤

   מתקיים אי שוויון הפוךרשרת וחיוביות האיפורמציה ההדדית כלל הש

{ } { } { } { } { } { } { } { } { } { } { } { });()|;();();,();( nnnnnnnnnnnn yxIxydIyxIyxdIydI ≥+==.  

 .השוויון השני נכון מכלל השרשרת והפיתוח אחריו -

 .השוויון השלישי מתקבל מפירוק האינפורמציה הדדית להפרש אנטרופיות -

 הוא פונקציה של nd̂ון שהמשערך וומכי,  .i.i.d היא סדרה nd מתקבל כאשר השוויון הרביעי -

}המדידות  }−∞
∞− ndy ,.  

  

 של MMSEהוא משערך nd̂אם האומר ש, MMSE נשתמש בכלל האורתוגונליות של משערך כעת

ndהמדידות מתוך  { }−∞
∞− ndy nnnת השערוך אזי שגיא, , dde במקרה הגאוסי .  ניצבת למדידות=−ˆ

 המתקבל משערוך אופטימלי במובן ne ולכן, גוררת אי תלות סטטיסטית) חוסר קורלציה ( הניצבות 

MMSE ,ס במדידות"בת { }−∞
∞− ndy ,.  
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  .המסוכמת במשפט הבא, מהשוואת שני הביטויים ניתן לראות שקיבלנו את התוצאה הרצויה
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 . נכונות slicerהחלטות העבר ב •
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משמעות המשפט היא שכאשר רוצים לשדר בערוץ גאוסי צבעוני ניתן להפריד בין החלק של הקידוד  

ובאמצעות , הקידוד יתבצע עבור ערוץ גאוסי לבן. והחלק של שיוויון הערוץ ללא הפסד בקצב השידור
  . ניתן לטפל בצבעוניות הערוץ, כגון מסנן ווינר ומתאם הערוץ, ותותכלים של עיבוד א

  
וההנחה על משערך ווינר מתקיימת , ההנחה על מתאם הערוץ נכונה תמיד. נדון כעת בקיום הנחות המשפט

  .  בקירוב כאשר מספר המקדמים של המסננת גדול מספיק כך שההפסד ביחס למסננת אינסופית זניח

נראות סותרות את , וההנחה שהחלטות העבר נכונות, nd לגבי גאוסיות הסימבולים ההנחות, לעומת זאת

 יש צורך בקוד עיצוב .i.i.dא גאוסיים " יראו כמndבכדי שהסימבולים . המבנה הסדרתי של המערכת

(shaping) ,והשימוש באינפורמציה הדדית ,  נכונותההנחה שהחלטות העבר, כמו כן. ובפענוח לא סיבתי
  .ובהכרח פענוח לא סיבתי , AWGNכמדד לביצועים מחייבים שימוש בקוד טוב עבור ערוץ 

 בשלב ראשון שאין לנו ערוץ נניח  .(Interleaving)שזירה נתיר כעת את הסתירה באמצעות שימוש ב
 הערוצים הבלתי ניפדוד יתבצע על הקי. י תלויים במקבילבלת אלא מספר ערוצים ,צבעוני בודד יחיד

 וידיעת סימבולי העבר במקלט ndההנחות לגבי גאוסיות , כאשר הקוד טוב. ולא על פני ציר הזמן, תלויים

כאשר אין מספר ערוצים במקביל ניתן . יתקיימו והאינפורמציה ההדדית אכן תהיה מדד לקצב השידור
ומספר השורות גדול כך שניתן לקבל , צה כך שכל עמודה היא מילת קודנבנה מטרי. להשתמש בשזירה

וכאשר תתקבל כל המטריצה במקלט נתחיל , נשדר את המטריצה שורה שורה. קוד באורך מספיק גדול
 , AWGNמכיוון שזוהי מילה מקוד טוב עבור ערוץ . ראשית נפענח את העמודה הראשונה. בפענוח

כאשר באים לפענח את העמודה השנייה , כעת. והפענוח מדויק , .i.i.d הסימבולים הם בקירוב גאוסיים
נמשיך בצורה דומה ונפענח כל עמודה בנפרד כאשר מבטלים .  מהעמודה הראשונהISIניתן לבטל את ה 
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ון שמספר השורות ומכי, תיות בגישה זו היא ההשהיה הגדולה שנוצרתיהבעי . מעמודות קודמותISIאת ה 
העמודות ' הסיבה שגם מס.בכדי שהקוד יהיה טוב וגם מספר העמודות צריך להיות גדולצריך להיות גדול 

 מהסימבול האחרון בשורה מסוימת לסימבול הראשון ISIבכדי שלא נקבל ש צריך להיות גדול היא
יהיה קטן בכדי שההפסד בקצב . בשורה הבאה יש להקדים ולשדר בכל שורה אפסים באורך תגובת הערוץ

 . העמודות שואף לאינסוף לא נפסיד בקצב כלל והקיבול יושג' וכאשר מס,  עמודות גדול'יש לשדר מס

       

  
 

         

}מתוך המדידות nd  של סימבולי השידור שהתקבל הוא משערךFFE/DFEמשוון ה  }−∞
∞− ndy תוך  .,

 להציג אותו ניתן, י לאבד מאופטימליות המשערך שמבל,להראותניתן שימוש בעקרון האורתוגונליות 

} בשלב הראשון המדידות 1.שני שלביםעל בכמשערך  }∞
∞−y משמשות לשערוך אופטימלי nd

~
של , 

nnnויוצרות שגיאת שערוך, ndסימבול השידור dd
~

משום שהנחנו שהעבר , יבשלב השנ, כעת. ∆=−

                                                 
ההוכחה של פירוק המשוון ניתנה כתרגיל .  מעיבוד אותות מוכחת בצורה דומהLevinson – Durbinנכנונות אלגוריתם   1

  . בית



 רם זמיר ' פרופ, 2006' סמסטר ב, קדמים בתורת האינפורמציהנושאים מת

  
 

וניתן להשתמש בו בכדי  ידוע במקלט ∆n גם העבר של הסדרה, ידוע במדויק במקלט nd של הסדרה

  .nd  בשערוך שלוכך להקטין את שונות השגיאה, ∆nלחזות את הערך הנוכחי של 

  ,המערכת המתקבלת נראית כך
  

  
קיבול הערוץ היא שווה ללאינפורמציה ההדדית על פני יחידת ההחלטה ונראה שמפורש נפתח כעת ביטוי 

  .הפירוק נכון תמידשמשיקולי עיבוד אותות למרות ,  הדוקShannon נראה עבור המקרה שחסם .הצבעוני

)(נסמן ב  fS∆ערוך האופטימלי של את ספקטרום שגיאת השnd מתוך { }∞
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22 )()( fGfP d ⋅=σ ,והשוויונות השלישי והרביעי נכונים כאשר חסםShannon הדוק .  
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}ידות  מתוך כל המדndהכוללת בשערוך  }−∞
∞− ndy   הספק האנטרופיה י "שגיאה זו נתונה ע. ,

(entropy power) של n∆ , המסומן)( neP   , נקבל. ∆










+
=









=∆==

∫

∫

−

−

∆

2/1

2/1

,2

2

2/1

2/1

2

)(logexp

)(logexp)()(

dffS
P

dffSPeVar

eqz

z

d

nene

σ
σ

σ

  

  האינפורמציה ההדדית הסקלארית המתקבלת על פני יחידת ההחלטה היא
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z
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θ

σ
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  מכיוון שהשגנו את קיבול הערוץ הרי שהפירוק לשני שלבים של מערכת .  הדוקShannonכאשר חסם 
  . שהצענו שומר על אופטימליותFFE/DFE ה

  דחיסה עם עיוות ריבועי של מקור גאוסי צבעוני . ג

  

    .Auto – regressive (AR) הבא למקור גאוסי צבעוני מסוג   זמן בדידנעסוק במודל 
  

  
  

    כאשר nsי " מתואר עהמקור

2 הוא תהליך גאוסי לבן בעל תוחלת אפס ושונות nw) אינובציות(תהליך החידושים  •

wσ.  

∑  ,zי מסננת ליניארית קבועה בזמן וסיבתית בעלת התמרת "המקור נבנה ע •
∞

=

−⋅=
1

)(
i

i

i zazA. 

י "המקור נתון עספקטרום  •
2

2

)(1
)(

fA
fS w

S

−
=

σ
 כמו כן מתקיים הקשר . 









== ∫

−

2/1

2/1

2 )(logexp)( dffSsP snewσ 

)(            כאשר  ne sPמסמן את הספק האנטרופיה של המקורns.  

  
   לפי כלל מזיגת מים–מציאת פונקצית קצב עיוות 
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DdffDוהעיוות בכל תדר נקבע כך ש " גובה המים"הוא θאשר כ =∫
−

2/1

2/1

)(.  

  :מקרים פרטיים ותכונות 
  

2 שונות כאשר למקור – מקור גאוסי לבן •

sσ י "פונקצית קצב עיוות נתונה ע  

)()(log
2

1
)(

2

2
sample

bits

D
DR sσ

=  

  
  

  
  – Shannonהחסם התחתון של  •

)(log
2

1
)

)(
(log

2

1
)(

2

2

2/1

2/1

2
D

df
D

fS
DR ws σ

∫
−

=≥  

2כאשר 

wσהחסם מתקבל . י הספק האנטרופיה של המקור" הוא שונות תהליך החידושים  ונתון ע

)(≤θדהיינו , תחת לנקודת ספקטרום המקור המינימליתמנמצא  המים  גובהבשוויון כאשר fS s 

   ). העיוות קטןכאשר כ "מתקבל בדזה מצב ( f≥2/1לכל 

  

    מכיוון ש-האופטימלי " ערוץה" •

{ } { })ˆ;(inf)( nn ssIDR =  

                        

}פילוגים  נלקח על פני כל האינפימוםכאשר ה } { }( )nn ssp תהליכים אקראיים היוצרים ˆ|

} סטאציונריים }nŝותעיו שמקיימים את אילוץ ה  ,( ) DssE nn ≤− 2
ˆ .  

}מפתרון מזיגת המים נובע שהערוץ ההפוך  } { }nn ss ש המגשים את פונקצית קצב עיוות מקיים , ˆ→

nnn ess += )(י "וספקטרום ההספק שלו נתון ע , nŝס ב "בתגאוסי  neכאשר  , ˆ fD ,  כך ש

)()()( ˆ fDfSfS ss +=.  

  
  ערוץ מגשים קדמי גם במקרה שלנו ניתן לקבל 
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  י "כאשר המסננות נתונות ע

)()(

)(

)(
1)(

*

12

2

1

fHfH

fD

fS
fH s

=

−=
  

}ציה ההדדית היא מוניתן לוודא שאכן האינפור,  } { } { }{ } )();()ˆ;( DRvuIssI nnnn כאשר , ==

)אילוץ העיוות נשמר  ) DssE nn ≤− 2
י מציאת האינפורמציה ההדדית והעיוות בכל תדר "ע, ˆ

  .בנפרד
  

  

  גאוסי צבעוני  ARחיזוי לדחיסת מקור ב שימוש.ד

 

 

  י "מערכת של קוונטייזר עם חיזוי מתוארת ע
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− מתוך nuהוא חזאי ל zP)(המסנן 
nv ,נוצר בקונטייזר ה" הרעש"וnzס "בת,  הוא רעש גאוסי לבן

}בתהליך  }nu  וב −
nv ,  העבר של התהליך{ }nv.  

  
מטרת המערכת היא להגיע למצב שבו פונקצית קצב עיוות של המקור הצבעוני שווה לאינפורמציה 

}דהיינו , סקלארית על פני הקוונטיזרההדדית ה } { } );()ˆ;(inf)( ,nqnnn ddIssIDR ==.   

  
  
  
  

   ,נפתחתוח בחלק הקודם עבור קידוד ערוץ בדומה לפי
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   :כאשר
  

1)( יםים במסננהשוויון הראשון נכון כאשר משתמש - fH 2)(ו fH.  

 .והפיתוח אחריו  למקרה הסטאציונריהשרשרתמכלל השיויון השני נובע  -

− הוא פונקציה של המדידות nû מכיון שהחזאי השוויון השלישי מתקבל -
nvבלבד  . 

  .השוויון הרביעי מתקבל ממבנה המערכת -

 .מפירוק האינפורמציה הדדית להפרש אנטרופיותהשיויון החמישי מתקבל  -

}ס בתהליך " בתnzן השישי מתקבל מכיון ש השיויו - }nu  וב −
nv.  

nqdהשיויון השביעי מתקבל כאשר   - −ס ב " בת,
nv . 

 .דיתי חזרה מהפרש אנטרופיות לאינפורמציה הד"השיויון השמיני מתקבל ע -

  .התוצאה המבוקשת מתקבלת לאחר השיויון התשיעי ממבנה המערכת
  

nnnמכיון ש . שביעינרצה לבדוק מתי מתקיים השיויון ה zuv ס "בת,  הוא רעש גאוסי לבןnzו =+

}בתהליך  }nu  וב −
nv  , וב ביותר ל הרי שהחזאי הטnv מתוך −

nv הוא החזאי הטוב ביותר ל nu מתוך 
−
nv , לכן שגיאת החיזוי ל וnv שהיאnqd ת למדידות  ניצבדהיינו,  מקימת את עיקרון האורתוגונליות,

−
nv .ולכן כאשר , חוסר קורלציה שקול לאי תלות סטטיסטית,  מכיוון שהתהליכים הם גאוסיים)(zP 

−מתוך ) nvולכן גם ל  (nuהוא החזאי האופטימלי במובן שגיאה ריבועית ממוצעת ל 
nv ,  נקבל שnqd , 

−ס ב "בת
nv.  

במצב זה פונקצית קצב עיוות של המקור הצבעוני שווה לאינפורמציה ההדדית הסקלארית על פני 
  .יזריהקוונט

  
יות המקור לבין גם עבור מקור צבעוני ניתן להפריד בין הטיפול בצבעונ, בדומה לבעיית הערוץ הצבעוני

1)(צבעוניות המקור תטופל באמצעות המסננים . הטיפול בקוונטיזציה fH, )(2 fH והחזאי)(zP, 

    . והקוונטייזר צריך להתאים למקור גאוסי לבן בלבד
  

 לבין העובדה שרעש ,אופן סדרתיכמו כן ניתן להסביר את הסתירה בין העובדה שהמערכת חוזה ב
לשיקולים של משיקולים דומים  , )שאינו סיבתי( בהכרח ישנו שימוש בקוד ולכן  הקוונטיזציה הוא גאוסי

 במקרה של מקור שימוש בשוזר מספר מקורות שרוצים לקודד במקביל או  הנחה של–ית הערוץ יבע
   .יחיד
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  2 –הרצאה 

  צית צדעם אינפורמערוץ גאוסי קידוד 
  

   עידן אלרוד י "סוכם ע
  

נראה דואליות של אינפורמצית צד בין אינפורצית צד לקידוד מקור ואינפורמצית צד לקידוד 
נדגים את הנושא בעזרת בעיית כתיבה על . ערוץ כלומר נראה שזו אותה בעייה תיאורטית

  . (Writing on dirty paper)נייר מלוכלך  

יר מלוכלך ורוצים לכתוב עליו כך שמאוחר יותר ניתן יהיה יש לנו ני: הבעייה מוגדרת כך
  : יש שתי אפשרויות. לקרוא את הכתוב

 .למחוק את הנייר המלוכלך כך שיהיה נקי ואז לכתוב על הנייר הנקי •

לכך ניתן . ברור כי פעולת ניקוי הנייר היא קשה ודורשת אנרגייה ולכן נרצה להימע ממנה •
שהוא אולם להסכים עם הקורא על דרך הקריאה כך לכתוב על הנייר המלוכלך כמות 

 .שיקל עליו לקרוא

אחת .  כי ניתן להשתמש בצורה השנייה ללא אובדן אינפורמציהCOSTA הוכיח 1983בשנת 
 היא הגנה על זכויות יוצרים בהפצת COSTAהאפליקציות כיום לשימוש בשיטתו של 

ינפורמצית צד שבעזרתה יוכל למי שרוכש את המוצר ניתנת א. וידאו ותמונות, מוזיקה
 Digital Water Markingמודל זה ניקרא . לנגן את האינפורמציה שהיא גלויה לכל/לקרוא

(DWM) .מודל המערכת נבנה באופן הבא: 

n
S% m̂

  

  :האות לאחר המקודד אינו מעוות מידי כלומר קימת המגבלה כי

(1.1) ( ){ },E d S S D≤%  

 או לחלופין  מכאן יש עיוות מקסימלי בהטבעה.  הוא מדד עיוות ריבועי(.)dכאשר בדרך כלל 
 :נגדיר. ההודעה הנכתבתאנרגיה סופית של 

(1.2) x S S−%�  

 :  נקבל כי(1.2)לפי הגדרה

(1.3) y s x z= + +  

  :DWMוהוא שונה רק במקצת מ ,  ניקרא קידוד ערוץ עם אינפורמצית צדCOSTAמודל של ה
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n
S% m̂

  

 :מגבלת ההספק השקולה היא

(1.4) { }2E x P≤  

 במשוואה ’x‘ ובעיית קידוד הערוץ עם אינפורמצית צד שלנו לפי הגדרת  DWMעתה בעיית 
 כלומר D שווה לעיוות הריבועי המותר בהטבעה P  הן שקולות כאשר הספק הערוץ(1.3)
D=P . נסתכל עתה מה ידוע על הבעייה שלCOSTA ומז נלמד על בעיית קידוד המקור 
 בשנת COSTA הוכיח את משפט COSTAובכן  . למעשה בעייה זו היא בעיית ערוץ . שלנו
 COSTAהמשפט שהוכיח . 1980 משנת Gelfand Pinsker בהתבססו על מאמר של 1983
  : הוא

(1.5) @ @  int 2 2

1
1

2
SI Tx SI both zero erference

z

P
C C C log

σ
 

= = = ⋅ + 
 

 

  :כאשר

• CSI@TX-  קיבול הערוץ כאשר ידועה ההפרעה Sלבד למקודד ב. 

• CSI@Both-  קיבול הערוץ כאשר ידועה ההפרעה Sלמקודד ולמפענח גם יחד . 

• Czero interference –  פרעה כאשר אין הקיבול הערוץSכלל . 

כלומר גם .  ידוע במקלט ניתן לחסרו ולכן זה שקול למצב שהוא לא קיים כללSלמעשה כאשר 
ו עדיין ניתן לפענח את מה שניכתב שכתבנו עלי" ליכלוך על הנייר"אם המפענח לא יודע את ה

כלומר אין כל צורך למחוק את הנייר וקיבול . כאילו כן ידע המפענח מה היה הליכלוך המקורי
  .האינפורמציה תלוי רק בהספק ההודעה שניכתבה ביחס לרעש הלבן במערכת

  : כלומר נראה כיCOSTAנראה עתה את החלק היותר מסובך בשיויון 

(2.1) @ @SI Tx SI Both
C C=  

.  סקאלריתModuloנראה כי ניתן להתקרב לכך על ידי ביטול ההפרעה בעזרת אריטמטיקת 
  :moduloנגדיר את הפעולה של 

  { }
    

   :    

  

error in rounding x
x

x modulo x min x i i to the nearest

multiple of

 
  ∆ = − ∆ ⋅ = − ⋅∆ ∈ =   ∆   ∆ 

�  )2.2(  

 כאשר המקודד COSTAנסתכל עתה על פתרון קידוד ערוץ עם אינפורמצית צד לפי מודל 
 שהוא יודע כי תתוסף ובדרגת הכניסה של לאחר חיסור ההפרעה moduloמבצע פעולת 

  .moduloהמפענח קיימת אותה פעולת 
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'y

  
  : הספק המשדר מוגבל כלומרעדיין לפי המודל

(2.3) { }2E x P≤  

    
 MLבמפענח מערכת לאחר דרגת הכניסה יש . v  -  ו’yנסכל על האינפורמציה ההדדית בין 

 ידוע למשדר אבל לא S" לכלוך" הCOSTAכמובן שלפי הגדרת בעיית . ’v‘שמשערכת את 
  :z ו v במונחי ’yנסתכל על . למקלט

(2.4) 
( )

{ ( )
  

'   =      +   
v s mod

y y mod x s z mod v s mod s z mod
− ∆

= ∆ + + ∆ = − ∆ + ∆    

 אחת בסיום אזי moduloבטור שקולה להפעלת פעולת  moduloשהפעלת פעולות כיוון 
 :נקבל

(2.5) ( )'   y v z mod= + ∆  

  : היא כי(2.5) -המסקנה מ 

(2.6) ( ) ( ); '  ;    I v y I v v z mod= + ∆    

 בקורס הבסיסי למדנו כי הקיבול בערוץ רעש חיבורי . moduloשזהו ערוץ רעש חיבורי 
modulo במקרה . מתקבל על ידי פילוג מבוא אחיד או  הפילוג המגשים בכניסה הינו אחיד

  :הפילוג ניראה כך. ∆/1 בגובהה  2/∆ - ל 2/∆-כזה כלומר הכניסה מתפלגת אחיד בין 

  
 :התוחלת היא אפס והשונות היא

(3.1) { }
2

2

12
E v

∆
=  

ומכאן .  גם כן אחיד∆ x=v-s modמתקיים ) קבוע או אקראי (’s‘נשיב לכ שלכל 

{ }
2

2

12
E x

∆
}כיוון שהספק הכניסה מוגבל כלומר .  גם כן= }2E x P=אזי נקבל כי : 

(3.2) 12 P∆ = ⋅  
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נסמן את .  הוא מקסימלי כאשר פילוג המבוא אחידmoduloרעש חיבורי הקיבול של ערוץ 

  :י" הקיבול נתון ע∆  -הפרמטר של הפילוג האחיד ב 

(3.3) ( ) ( ) ( ) ( )   eqC h out h equivalent noise log h Z mod= − = ∆ − ∆  

  : נקבל(3.3) לתוך (3.2)נציב את 

(3.4) ( ) ( )1
12   

2
eq

C log P h Z mod= ⋅ ⋅ − ∆  

  : האנטרופיה ולכןמקטינה את mod – ובפרט גאוסי פעולת ה Zלכל משתנה אקראי 

(3.5) ( ) ( )  h Z mod h Z∆ ≤  

  : חסם תחתון לקיבול הערוץ(3.4) - ונקבל מ (3.5)  –נשתמש ב 

(3.6) ( ) ( )1
12

2
eq

C log P h Z≥ ⋅ ⋅ −  

 : גבוה מתקייםSNR – כי ב  לבנשים

(3.7)      
z

Z mod Zσ∆ → ∆ ≈�  

 את הביטוי לאנטרופיה של (3.6) -נציב ב .  הוא הדוק(3.6) גבוה החסם SNR –ומכאן שב 
  :משתנה גאוסי ונקבל

(3.8) ( ) ( )2

2

1 1 1 1 2
12 2

2 2 2 2 12
eq z

z

BA

P e
C log P log e log log

π
π σ

σ
  ⋅ ⋅ ≥ ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ = ⋅ − ⋅   

   144244314243

 

 כלומר כמעט אופטימלי ’1‘ – ללא ה AWGN הקיבול של ערוץ הינו (3.8) במשוואה A ביטוי
 : גבוה הם קרובים כלומרSNRובמצב של 

(3.9) {

2

2 2

   1

1 1
1

2 2
z

AWGN
Pz zHigh SNR

P P
C log log A

σ
σ σ

→

   
      
   

= ⋅ + ≈ ⋅ =
�

 

הוא ]. ביט לשימוש ערוץ [0.254~ ומהווה  Shaping הוא הפסד כיוון שלא עשינו Bביטוי 
כדי .  ולמעשה בגלל זה איבדנו אינפורמציהmoduloנובע מכך שביצענו פעולת חיסור 

 בהמשך  צריך לשדר סיגנל על שריג רב ממדיShaping Gain –להרוויח בחזרה את ה 
 –כדי להרוויח בחזרה את ה . נילמד על שריגים וניראה כיצד ניתן לשפר את הסיגנל המשודר

 חלק שמאלי צריך לבצע סינון (3.9) -  ל’A‘כלומר לעבור מביטוי (3.9) בנוסחת הקיבול ’1‘
MMSE במקלט ולהיעזר ברנדמיזציה משוטפת )common randomness ( בצורה של
dither.  

זהוא . ∆/2 ל -∆/2 הוא משתנה אקראי שמתפלג אחיד על תא השריג בין dither:הגדרה 
  . כ מבוסס על מעגל פסאודו אקראי"ענח ובדרעש ידוע גם למקודד וגם למפ

  : ונראית כךlattice pre-coding נקראת dither –הסכמה עם ה 

'y
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הוספנו הכפלה בקבוע של האות המארח בחיבורו בכניסת המקודד וכן הכפלה באותו קבוע 
ניראה שכאשר מכפילים נסתכל עתה על הרעש השקול ו.  במפענחdither -לפני החסרת ה 

 dither –לפני החסרת ה . אות שטבול ברעש אזי ניתן להוריד את הרעש השקול) α(בקבוע 
  :במקלט נקבל

(4.1) ( ) ( )1

eqZ

y x s z x s x zα α α α α⋅ = ⋅ + + = + ⋅ + − ⋅ + ⋅  144424443
 

 :המינימום הוא,  למינימום אנרגיהZeq)( להביא גודל זה αניתן עי ידי שינוי 

(4.2) ( ) ( )
2

2
2 2 2

2
1

opt

z

z
eq z P

zP

P
Var Z P

Pα
σ

σ
α α σ

σ=
+

⋅
= − ⋅ + ⋅ =

+
 

 : עם תוחלת אפס וכןI  - Z הם בלתי תלויים סטטיסטית Z – ו Xכאשר כמובן 

(4.3) { } { }2 2 2   ,   
z

E x P E Z σ= =  

2 גבוה SNRעבור 

z
P σ� 1 ואז

opt
α  – חוזרים לסכמה המקורית ואין צורך ב  כלומר≈

dither . לא הראיינו זאת אולם אם‘s’ כלומר בעל פילוג שטוח ורחב בייחס " (חזק וחלק" הוא

  .α<1 גם עבור dither –אזי אין צורך ב ) ’x‘למשרת של 

~ כלומר dither עבור משתנה אחיד  :טענה ,
2 2

dither Unif
∆ ∆ − 

 
 אזי לכל ערך 

  : מתקיים’a‘ דטרמיניסטי

  ( )    ~ ,
2 2

a dither mod Unif
∆ ∆ + ∆ − 

 
  )4.4(  

 dither הפעולה של הוספת dither -  שאינו תלוי ב  wמהטענה נובע כי לכל משתנה אחיד 

 : בסימונים שלנוw – לא תלויה ב ∆ modכ ביצוע "ואח

(4.5) ( )       w dither mod w+ ∆ �  

  : שקולה לערוץ האדיטיבי הבאlattice pre-coding – סכמת ה :משפט

'y

  
 :ומקיים, ס בכניסה" הוא בתZeq כאשר

(5.1) ( ) ( )21    ;  ~ 0,    ;   ~ ,  
2 2

eq zZ Z dither Z N dither Unifα α σ
∆ ∆ = ⋅ + − ⋅ − 

 
 

 וניראה כי lattice pre-codingנסתכל על היציאה של המערכת המקורית כלומר ה : הוכחה
 : בסכמה המקורית היאMLהכניסה למקלט . היא זהה לבסוף לערוץ האדיטיבי השקול

(5.2) 
( ) [ ]( )

[ ]( )
'   =   ...

... 1   

y y dither mod x Z S dither mod

Z S x x dither mod

α α

α α α

= ⋅ + ∆ ⋅ + + − ∆ =

= ⋅ + ⋅ + + − ⋅ − ∆
 

 :כאשר

(5.3) ( )   x v S dither modα= − ⋅ + ∆  

 : נקבל(5.3) נציב את (5.2) משוואה ךולת

(5.4) ( ) [ ]( )'   1   y z S v S dither mod x dither modα α α α= ⋅ + ⋅ + − ⋅ + ∆ + − ⋅ − ∆    
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 : בטור ניתן לבצע רק אחת בסוף ונקבלmodulo במקום שתי פעולות נשתמש בעובדה כי

(5.5) [ ]( )' 1   y v z x modα α= + ⋅ + − ⋅ ∆  

 dither (∆נשתמש במסקנה מהטענה כלומר אם מחברים למשתנה אחיד עם פרמטר 

 לאחר מכן ∆ moduloועושים ) v-αSבמיקרה שלנו ( משתה אחר כלשהו ) במיקרה שלנו
-v -  אינה תלוייה בכניסה כלומר אינה תלוייה ב ’x‘אזי התוצאה )  במקרה שלנו’x‘משתנה (

αSולכן אינה תלוייה ספציפית גם ב - ‘v’ . כלומר לפי המסקנה מהטענה‘x’ אינו תלוי ב – ‘v’ .  

 :כלומר Zeq - ונסמן את החלק הימני שלו כ (5.5)נסתכל עתה על 

(5.6) [ ] ( )' 1     

eq

eq

Z

y v z x mod v Z modα α
 
 = + ⋅ + − ⋅ ∆ = + ∆
 
 

1442443
 

 : בכתיב מתמטי’v‘ אינו תלוי ב Zeq אזי ’v‘ – אינו תלוי ב ’Z‘ וכן ’v‘ –לוי ב  אינו ת’x‘ –כיוון ש 

(5.7)         
eq

x v Z v→� �  

 : ומכאןdither מתפלג כמו ’x‘לפי החלק הראשון בטענה 

(5.8) [ ] [ ]1 1
eq

Z z x z ditherα α α α= ⋅ + − ⋅ = ⋅ + − ⋅  

עתה נשתמש בסכמה השקולה .  מהווה הוכחה של המשפט(5.6) יחד עם (5.8)משוואה 
. lattice pre-coding – כדי לחשוב את הקיבול של מערכת ה lattice pre-codingלסכמת 
 : מתפלג אחיד עם פרמטר כלשהוא אז הקיבול של המערכת השקולה נתון על ידי’v‘נניח כי 

(5.9) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ~
; '  lattice pre coding eqv uniform

C I v y h out h equivalent noise log h Z− = = − = ∆ −  

במידה ויש אילוצי הספק , נשים לב כי כי פילוג אחיד בכניסה משיג קיבול ללא אילוצי הספק

2שיקיים ) גודל הקונסטלציה הבסיסי (∆צריך לבחור  12 P∆ נחשב עתה חסם תחתון . =

 תמיד קטנה 2σכך שידוע כי אנטרופיה של משתנה כלשהו עם שונות לקיבול על ידי 
כלומר בשונות נתונה למשתנה גאוסי יש . מאנטרופיה של משתנה גאוסי בעל אותה שונות

  .את האנטרופיה המקסימלית

  :בכתיב מתמטי

(6.1) ( ) ( ) ( ) ( )* 2 * 2   ;  =   ;  ~ 0,
eq eq eq zeq eq zeq

h Z h Z Var Z Z Nσ σ≤  

 :אנטרופיה של משתנה גאוסי היא ידועה

(6.2) ( ) ( )* 21
2

2
eq zeq

h Z log eπ σ= ⋅ ⋅ ⋅  

2הגודל 

zeqσ חושב כבר קודם לכן עבור 
opt

α α= נציב אותו ונקבל(4.2) במשוואה :  

(6.3) ( )
2

*

2

1
2

2

z
eq

z

P
h Z log e

P

σ
π

σ
 ⋅

= ⋅ ⋅ ⋅ + 
 

  : כי החסם התחתון לקיבול הוא(5.9) ונקבל בעזרת (6.1) - ב (6.3)נציב את 

(6.4) ( )
2

 2

1
2

2

z
lattice pre coding

z

P
C log log e

P

σ
π

σ−

 ⋅
≥ ∆ − ⋅ ⋅ ⋅ + 

 

  : ונקבל(6.4) - ב(3.2)נציב את 
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(6.5) ( )
2

 2

1 1
12 2

2 2

z
lattice pre coding

z

P
C log P log e

P

σ
π

σ−

 ⋅
≥ ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ ⋅ + 

 

 :לי כינוס איברים נגיע "ע

(6.6)  2

1 1 2
1

2 2 12
lattice pre coding

z

P e
C log log

π
σ−

  ⋅ ⋅ ≥ ⋅ + − ⋅   
  

 

, איבר ההפסד הנותר. (3.8)   במשוואה’A‘ לביטוי ’1‘ –כלומר הצלחנו אכן להחזיר את ה 
 זה ייפתר דבר,  על אות הכניסהshaping נובע מאי ביצוע (3.8) במשוואה ’B‘כלומר ביטוי 

  . ביחס לסריג רב מימדי טובmoduloכאשר נעבור לפעולת 

  :ביבליוגרפיה

• ISI pre-coding from the books of Gitlin, or Proakis, or Lee-Messerschmidt 

• Chen, B.   Wornell, G.W. /  Quantization index modulation: a class of 
provably good methods fordigital watermarking and information 
embedding,  IEEE Transactions on Information Theory,  May 2001 vol. 
47,  issue 4, pg. 1423-1443. 

• Erez, U.   Shamai, S.   Zamir, R “Capacity and lattice strategies for 
canceling known interference”, IEEE Transactions on Information Theory, 
Nov. 2005 
vol 51,  Issue: 11 pg. 3820- 3833. 
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1x 

Mx 

.

.  
 

 1פענוח הודעה 

 Mפענוח הודעה 

.  

. 

.

.  
 

1y 

My 
x .  

. 

 1פענוח הודעה 

 Mפענוח הודעה 

  4-3הרצאה 

  סריגים ושימושם במערכות תקשורת

  
  י י אמיר סלומון"סוכם ע

  
  " כלךכתיבה על נייר מלו"

Costaבמשדר ∆מודולו  -חיסור. דר בלבד ניתן להגיע לקיבול הוכיח שבערוץ הכולל אות הפרעה הידוע למש  
 MMSEושיערוך ) חיסור(ובמקלט ) חיבור( במשדר ditherשימוש ב . משיג אנפורמציה הדדית הקרובה לקיבול

  :  במוצא נותן חסם לאנפורציה ההדדית בין הכניסה למוצא
   

                                      






−






 +
≥

12

2
log

2

1
log

2

1
);'(

2

2
ep

vyI
z

z π
σ

σ
  

bit הפסד שלקיים .  כאשר החסם די הדוק
e

255.0
12

2
log

2

1
≈







 π
 פר שימוש ערוץ לעומת הביטוי לקיבול 

הפסד זה נובע כתוצאה ממעבר לשימוש בפילוג אחיד ). ללא אות הפרעה (AWGNשל ערוץ 




 ∆∆
−

2
,

2
 

הפסד זה יש " החזיר"כדי ל . במקום פילוג גאוסי)  אינפורמציה הדדית בערוץ מודולוהמביא למקסימום(בכניסה 
נראה מספר בעיות , ראשית. י שימוש בסריגים"למשל ע, להשתמש בקונסטלציות שידור רב מימדיות בכניסה

לקיבול מ להגיע "הנותנות מוטיבציה לשימוש בסריגים ע" כתיבה על נייר מלוכלך"בתקשורת הקשורות לבעיית ה
  .בבעייה זו

  

  תורת אינפורמציה למערכות מרובות משתמשים
  קידוד ערוץ

1 (M.A.C -ריבוי משדרים,  מקלט אחד:  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

 ההודעות באופן תוך שידור בקצבי שידור כמה שיותר Mהמטרה היא לפענח מתוך המוצא הבודד את כל 
  .גבוהים

  
2 (B.C -ריבוי מקלטים,  משדר אחד :  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  .המטרה היא לפענח מתוך כל מוצא את ההודעה המיועדת לו תוך שידור בקצבי שידור כמה שיותר גבוהים
  

  קידוד מקור
  :בעיית קידוד מקור מבוזר) 1
  

  

),...,/( 1 Mxxyp  

 

1E  

2E  

 1הודעה 

 Mהודעה 

D 

 Mהודעה 

  

)/,...,( 1 xyyp M

  
 

E 

 1הודעה 

MD 

1D 
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1ŝ 

0ŝ 

2ŝ 

1תאור   

2תאור   

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

תוך ,  המקורותMמתוך אוסף הכניסות המקודדות את ) כ עם עוות"בד(המטרה היא לשחזר .  מקורותMנתונים 
  . ניצול ידיעת ההתפלגות המשותפת שלהן

  
  :ריבוי תאורים) 2
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21,  ישנם שני מוצאיםB.C  -נניח למשל כי בבעיית ה , yy . 21ניתן לרשום xxx " מותאם "1x כך ש =+
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שתי חלוקות כאלה עבור סריג המשושה . קיימות אינסוף חלוקות כאלה בהתאם למטריצה היוצרת איתה עובדים
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   :הערות
לכן גם המרווחים . n→∞- אך בפועל אנו עובדים כמובן ב, מימד-בשרטוט הכל משורטט בדו .1

 ...אותבין הכדורים לא קיימים במצי

 

כלומר לאחר  (Post Filter- ולפני הPre Filter-ל מתייחס לתמונה שאחרי ה"השרטוט הנ .2

 ). במקלט- α-ולפני ההכפלה השנייה ב,  במשדר-  α-ההכפלה הראשונה ב

  
  

  : דואליות
קידוד ערוץ גאוסי עם "ר הוצגה בפרק אש, Costa הגאוסית הינה הבעייה הדואלית לבעיית WZבעיית 

 ממנו ניתן להיפטר בצורה זהה כמעט לזו Shaping gainהיה הפסד , בפרק המדובר". אינפורמצית צד
  . שהוצגה בפרק זה
ובשריגים המקוננים השריג העדין הינו שריג טוב " מחליפים תפקידים"המשדר והמקלט , בבעיה הדואלית
  ).WZבדיוק הפוך מבעיית (ץ הגס הינו ערוץ טוב לקוונטיזצייה בעוד שהערו, AWGNלקידוד ערוץ 

  ).אחרת נשגה בפיענוח(תאים של השריג העדין /בילבול בין מילים/וזאת היות ושם לא נרשה חפיפה
זה ייצור ,  אחדS-כאשר אם מילה אחת תשוייך ליותר מ, coset-השריג הגס קובע לנו את ה, לעומת זאת

  )...ל האינפורמצייה ההדדית היא תגדל עקב החפיפהאם נסתכל ע(יתירות בקצב 
  

coset 

 coset-מוביל ה
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w  
   מתוךהודעה

{1, , } 2nRM =Kהודעות  

  6 -הרצאה 

  ):Pinsker-fand'Gel(פינסקר -בעית גלפנד

  במשדר) לא סיבתית(קידוד עם אינפורמצית צד 
  

  אורי שנטלי "סוכם ע

  

  רת הבעיההגד
  

  )1 איור(מצב מהצורה -נתון ערוץ כללי תלוי

 

  1 איור

נניח . wואינה תלויה בהודעות " מהטבע" מקורה Side Information (s(אינפורמציית הצד 
כמו כן נניח שכל המידע . אינה סיבתית) המשדר(שאינפורמציית הצד המסופקת למקודד 

, לאלץ פונקצית מחיר לכניסה) אופציונלי(בנוסף ניתן . בבלוק השידור ידוע למקודד
( )E x cρ ≤.  

  
  :נשתמש בסימונים הבאים

  

• n  = אורך בלוק השידור 

• R =  ביט לשימוש ערוץ(קצב השידור( 

• ( )f  פונקצית המקודד = ⋅

• ( )g   פונקצית המפענח = ⋅

• 
e

P =  הסתברות השגיאה)ˆPr(w w)≠( 

• @
( ( | , ), ( ), ( ( ), ))

SI Tx
C func P y x s P s cρ= במובן  (י המקסימאל Rהקצב  = ⋅

0כך שלכל ) סופרמום
e

P ) קיימת מערכת של < , , ( ), ( ))u R f g⋅  הנותנת הסתברות ⋅

  . שגיאה כזו
       

  רקע היסטורי
  

s with ( )  wP s ⊥⊥ 

  מקודד
x=f(w,s) 

  מצב- ערוץ תלוי
( | , )P y x s 

)מפענח )g y 
x y ŵ 
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ומתבססת למעשה על בעיה ] 1 [1980-הוצגה לראשונה ב) GPלהלן (פינסקר -בעית גלפנד
שאנון פתר את בעית הערוץ עם ]. 2 [1958י שאנון עוד בשנת "שטופלה במקור ע

,w)1דהיינו , סיבתיתאינפורמצית צד  , , )   0,1, ,
i i

x func s s i n= =K L  .GPפתרו את   

  
  

יש לציין שעבודתם המקורית של . s תלוי בכל הוקטור ixכלומר , סיבתי-הבעיה למקרה הלא

GPלא קושרה לזו של שאנון .  

   הגדרות-קיבולים נוספים 
  

  :בנוסף לקיבול עבור אינפורמציית צד במשדר ניתן להגדיר גם

 הוא כמו כניסה sא "ז(קיבול עם אינפורמציית צד במקלט בלבד ": הקלאסי"המקרה  •

@- ו) נוספת למקלט
( ) ( , ) 0

chain rule for M.I.

max ( ; , ) ( ; | )SI Rx
P x I x s

C I x s y I x y s
=

+

= =. 

@קיבול עם אינפורמציית צד בשני צדי המערכת  •
( | )

max ( ; | )SI Both
P x s

C I x y s= .

 שידוע למשדר s-במקרה זה האופטימיזציה היא על פילוגי כניסה התלויים ב
 . הקודםולכן ניתן לקבל קיבול גבוה יותר מאשר במקרה, )סיבתית-סיבתית או לא(

no ISIקיבול ללא אינפורמציית צד  •
( )

max ( ; )
P x

C I x y= . זהו הפתרון הקלאסי של

)י "שאנון עבור ערוץ המוגדר ע | )P y x=) ( , | ) ( ) ( | , )
s s

P s y x P s P y x s=∑ ∑    .(  

  )   GP) 1980משפט 
  

, סיבתית במשדר-בהינתן אינפורמצית צד לא, כפי שתואר לעיל, המצב-קיבול הערוץ תלוי

@SI Tx
C ,י"מתקבל ע  

@
, : ( , ) , : ( , )

max [ ( ; ) ( ; )] max [ ( | ) ( | )]SI Tx
u x u s x y u x u s x y

C I u y I u s H u s H u y
↔ ↔ ↔ ↔

= − = −    

)כאשר  , )u s x y↔  האחרון מניח בעיה ןואילו השוויו, 5 מסמל שלשה מרקובית↔

 הינו משתנה עזר uהמשתנה . uדיסקרטית ומתקבל מפירוק לאנטרופיות וקיזוז אנטרופית 
  כאשר הפילוג המשותף מקיים, ללימעל אלפבית כ

( , , , ) ( , , ) ( | , , ) ( ) ( | ) ( | , ) ( | , )P u s x y P s u x P y u s x P s P u s P x u s P y s x= =    

 cost(במקרה של אילוץ מחיר כניסה . כאשר השיוויון האחרון מתקבל בזכות המרקוביות
function( ,אזי נדרוש גם , דוגמת אילוץ על הספק השידור( )E x cρ ≤.  

   GPהערות על משפט 

  
 שאינו מופיע uעות הפיזיקלית של משתנה העזר נשאלת השאלה מהי המשמ  .א

 .בתיאור הבעיה המקורית
דהיינו זה שמביא את שמביא את קצב , ניתן להראות שהפתרון האופטימלי  .ב

ערכית -  נקבע חדxא "ז. u,sיהיה פונקציה דטרמיניסטית של , השידור למקסימום
) לפי פונקציה דטרמיניסטית s- וuי "ע , )x u sϕ= . הסבר היוריסטי ניתן למצוא

 שאינו משפיע על z האופטימלי יהיה תלוי במשתנה אקראי נוסף xבכך שאם 
                                                 

5 ( ; | ) 0 , ( | , ) ( | )A B C I A C B P A B C P A B↔ ↔ => = =  
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 sאות מארח   

)א  "ז, הערוץ , , )x u s zϕ= , אזי אקראיות זו יכולה רק להקטין את האינפורמציה

מספיק לבצע , )u,x(במקום מציאת מקסימום על פני , לפיכך. ההדדית
  . המיטביx בלבד שיקבע באופן דטרמיניסטי גם את u- למקסימיזציה ביחס

תגרור תוצאה לא " טוב-לא "uבחירת ". טוב-לא "uייתכן : נקודת אזהרה  .ג
)"קיבול שלילי"פיזיקלית של  ; ) ( ; ) 0I u y I u s− <. 

י " חסום עuבמקרה של בעיה דיסקרטית ניתן להראות כי גודל האלפבית של   .ד
|יינו דה, s- וxסכום האלפבית של  | | | | |u x s≤ +    . 

י "מתקבל ע) 1958, שאנון(הקיבול של בעית הערוץ עם אינפורמצית צד סיבתית   .ה
u(ס " בתu,s תחת האילוץ של GPמשפט  s⊥⊥ .(כלומר, 

( )@
: 

( , )

max ( ; )
SI Causal Tx

u u s
x u s

C I u y

ϕ
⊥⊥

=

=
   

u -משום ש GP      יש לשים לב כי אין צורך באיבר השני של משפט  s⊥⊥  .  
  קבוצה של איחוד האלפבית -  יילקח מתוך תתuשאנון טען כי , 1958-       במאמרו מ

י " יהיה חסום עuולכן גודל האלפבית של , x-  וs      של 
| || | | | s

u x≤ .  ברור כי  

)      מתקיים   )@ ( )@SI non causal Tx SI causal Tx
C C−   רה הסיבתי איננו  אמנם במק. ≤

)      מפחיתים את  ; )I u sאך מנגד אנו דורשים אופטימיזציה מעל ,  בביטוי הקיבול  

     u s⊥⊥  , דרישה המגבילה את סוג התלויותu,sהאפשריות .  

  GPדוגמאות למקרים פרטיים של בעית 

 או Writing on Dirty Paper(שדר ערוץ עם הפרעה אדיטיבית ידועה במ
 ])Costa] 3בעית 

  מהצורהערוץ 

 y x s z= + +   

21) פונקצית מחיר(עם אילוץ הספק 
|| ||E x P

n
  מתקייםראינו לגבי בעיה זו כי. ≥

( )@ @SI non causal Tx SI BothC C− =
.  

  )digital watermarking" (סימני מים"משפחה של בעיות 

  
  נסתכל על המודל 

 

  2 איור

ונדרוש עיוות ממוצע חסום
1

1
( , )

n

i i

i

E s s D
n

ρ
=

≤∑ %.  

y s% 

  
  אחרי

  הטבעת
   ההודעה

) מקודד | )P y s% מפענח 
ŵ 

w הודעה   
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21נסתכל על מקרה פרטי של 
|| ||E s s D

n
− וגמא מתלכדת עם הד) 2 איור(אזי דוגמא זו . %≥

x למעשה כעל %sמשום שניתן להסתכל על , הקודמת s+ת בבעיי Costa  .  
  

  )fading channel(ערוץ עם דעיכות 

 

yערוץ מהצורה  x s z= ⋅ במקרה הוקטורי יכול . (flat fading) הן הדעיכות sכאשר , +

עבור ערוץ זה ידוע כי ). fast fading(ם זכרון להתקבל ערוץ ע
2

@ 2

1
log(1 )

2
SI Rx s

z

P s
C E

σ
⋅

= +.  

 ערוץ עם רעש אימפולסיבי

yמהצורה  x s z= +   . קובע אם הרעש חזק או חלשsכאשר , ⋅

 שאנון בינארי/ערוץ קוסטה

  
אולם . p עם סיכוי חילוף Binary Symmetric Channel (BSC)ערוץ זה זהה לערוץ 

 משום תאזי לכאורה זו בעיה טריוויאלי. במקרה זה המשדר יודע אם התרחש חילוף
הבעיה הופכת למעניינת אם מוסיפים . שהמשדר ישדר ביטים הפוכים במקרה של שגיאה

נדרוש שמספר האחדים , למשל. אילוץ על הכניסה כך שמספר ההיפוכים המותרים חסום
 שבמקרה זה עבור אינפורמציית צד לא סיבתית ידוע. בכניסה יהיה קטן ממספר האפסים

)ניתן עדיין לקבל  )@ @ ( )SI non causal Tx SI Both BC C H x− = לעומת .   בעזרת קוד=

  .  זאת במקרה של אינפורמציית צד סיבתית נפסיד קיבול

  "זיכרון עם תאים דפוקים"

 

נתון זיכרון  )GPהמהווה אגב את המוטיבציה המקורית לפתרון בעיית (במודל זיכרון זה 
ראש הכתיבה יודע מראש אילו תאים דפוקים ושלא ניתן לאחסן . מגנטי עם תאים דפוקים

א ניתן "ז. הקורא לעומת זאת לא יודע אילו תאים דפוקים ואילו תקינים. בהם אינפורמציה
  להסתכל על מודל זיכרון זה כמקיים

x if " "

0 if " @0"

1 if " @1"

s ok

y s stuck

s stuck

=


= =
 =

        

אזי קיבול הזיכרון , ת מיקום התאים התקוליםבמקרה והכותב והקורא שניהם יודעים א
 90%אם , במקרה הבינארי, למשל(יהיה בדיוק ההסתברות שיש לתא לא להיות תקוע 

מסתבר כי ניתן להגיע לקיבול ).  ביט לתא זיכרון0.9מהתאים תקינים אזי הקיבול יהיה 
א "ז!  בכותברקזה גם עם ידע על מיקום התאים התקולים 

( )@ @ %Good CellsSI non causal Tx SI BothC C− = =.    
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 ) דטרמיניסטיBroadcastערוץ  (Blackwellערוץ 

  

 

  3 איור

  
בעיה זו ,ובכן?  צד במשדרתלערוץ עם אינפורמציי) 3 איור(מה הקשר של ערוץ זה 

 ומשרת 1y- מיעד את השידור לx- נניח ש: ן עם התאים הדפוקיםשקולה למודל הזיכרו

 במקרים בהם 0אזי מבחינת המשתמש השני הוא מאולץ לקבל . אותו בקצב מלא
 במקרים בהם המשתמש הראשון 1 או 0וחופשי לקבל , 0המשתמש הראשון מקבל 

וגם במקרה זה המשדר יודע , שלעילזה בדיוק כמו תא תקול בבעיית הזיכרון . 1מקבל 

  .              אינו יודע זאת) 2yשל (בעוד שהמקלט " התא"מהו מצב 

 Random Coding and Randomהוכחת המשפט הישר בעזרת 
Binning  

  
ההוכחה מתבססת על אוסף של קודים , כרגיל בהוכחות קלאסיות בתורת האינפורמציה

)נניח שידוע לנו . ולא על קוד ספציפיאקראיים  | )P u sו  -( , )u sϕ , ונרצה להוכיח השגה של

)- הנמוך מRא עבור קצב "ז, הקצב ; ) ( ; )I u y I u s− ניתן לקבל הסתברות שגיאה קטנה 

0כרצוננו 
e

P →.  

  :לביםתחילה נגדיר שלושה ש

  Offlineשלב 

}נגריל קוד אקראי  • }C u= 12 בגודלnR לפי פילוג i.i.d. ( ) ( | ) ( )
s

P u P u s P s=∑ 

 ). יוגדר בהמשך1Rכאשר (

 .ה אקראית אחידהבצור) bins( תאים 2nRנפזר את מילות הקוד בין  •

wנגדיר מיפוי מהודעות לתאים  • bin→ . 

  שלב הקידוד

wבהינתן ההודעה  i= ,וקטור ה-SI s 0 וכןε >:  

ביחס לפילוג ( הנתון s שהוא אופייני במשותף עם  i בתא uמצא  •

( , ) ( ) ( | )P u s P s P u s=( ,א "ז( | )n
u A u sε∈. 

)שדר את  • , )
i i i

x u sϕ= ,1, ,i n= K. 

  
  
  

0 

1 

2 

0 

1 

0 

1 

1
y 

2
y 
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  שלב הפענוח 

ûמצא  • C∈) ר ספר הקוד ידוע למפענח משלב הכאש-offline ( שאופייני במשותף

ביחס לפילוג המשותף ( שנקלט yעם 
,

( , ) ( , , , )
x s

P u y P u s x y=∑( ,א "ז

ˆ ˆ( | )n
u A u yε∈. 

 . ŵ=jוהכרז על ההודעה המתאימה , jלמשל התא ,  שייך ûמצא לאיזה תא  •

  : ומקור לשגיאותתהיות לגבי המנגנון

  
i. מה מבטיח שיהיה בתא ה-i לפחות u זהו מקור לשגיאת קידוד ?  אחד מתאים

 ).מקודדזוהי שגיאה מבוקרת שניתן לזהות ולהכריז עליה ב(
ii. מה מבטיח ש-u האמיתי הוא אכן אופייני עם y , למרות (ושאכן יהיה יחיד

 ?)העיקר שיהיה באותו התא,  אחר אופייניuשעקרונית ניתן להרשות 

iii. מה מבטיח שלא יהיו מתחרים ל -uזהו מקור לשגיאת ?  האמיתי בתאים אחרים

אזי לא נדע ,  אחר אופייניuוקיים ,  האמיתי אינו אופייניu-פענוח משום שאם ה

 לפחות ים אופיינים המפענח יכול להכריז-uבמקרה של מספר (כי חלה שגיאה 

 ).על בעייה בפענוח
  

  :נזהה תכונות האופייניות הבאות, ובחזרה להוכחה

)- ומשום שs אופיינית במשותף עם u  .א , ) 1, ,
i i i

x u s i nϕ= = L , גם

( , , )u s xאופייניים במשותף ביחס ל -( , , )P u s x. 

- בהסתברות הגבוהה מ, נקבל כי,  ביחס לערוץ.A.E.P-על סמך ה  .ב
1 ε−,( , , )x s y גם הם אופייניים במשותף ביחס לפילוג ( , , )P x s y . 

  
)בתוספת תכונת המרקוביות של , מתוך שני הסעיפים לעיל , , , )u s x y , נסיק כי גם

( , , , )u s x yאופייניים במשותף .  

  
  .כעת נגדיר טענת עזר שתסייע בניתוח השגיאות

  ])4" ([אכספוננט סף ההצלחה: "טענת עזר

2הוא " הצלחה"-אם הסיכוי ל nr−
 ומבצעים 

22 R
כוי שנקבל אזי הסי, ס" ניסויים בת

  בלפחות אחד מהניסויים הוא " הצלחה"

1      ( )

0      ( )
success

n

R r I
P

R r II→∞

>
→ 

<
  

  :הוכחה

)נוכיח את  )Iא הסיכוי "ז(בלפחות מאחד הניסויים " הצלחה"-י חישוב המשלים לסיכוי ל" ע

  ) בכל הניסויים" הצלחה-אי"ל
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( )2 2 2 2

fail in all trials
1

(1 2 ) ( ) 0
nR nr nR n R r

x

nr

R re x
n

P e e
− −

−

− − −

>≥ −
→∞

= − ≤ = →
  

)ולגבי  )II ,לפי חסם האיחוד  

2

1

Pr(success in trial i) 2 2 0

nR

nR nr

success
r R

i n

P −

<
= →∞

≤ = ⋅ →∑  

  

  
)יש לשים לב שטענה  )I רוצים שלפחות מילה אחת תכסה – שקולה למעשה לקידוד מקור 

)טענה , לעומת זאת"). הצלחה"א "ז(את המידע ומותר שיהיו יותר ממילה אחת כזו  )II 

אנו כבר יודעים משעורים : הערה. ( איננו רוצים שמילה מתחרה תצליח–שקולה לקידוד ערוץ 
  ).הן קידוד מקור והן קידוד ערוץ" מתחבא"קודמים כי בבעיות של אינפורמציית צד 

  
  ):i-iii(כעת נחזור ונתייחס לשלושת מקורות השגיאה שזיהינו לעיל 

)אם  • , , , )u s x yאזי בפרט גם , כפי שאכן ראינו, ופייניים במשותף אu ו -y אופייניים 

: מסקנה. y האמיתי הוא אכן אופייני עם u 1-ולכן בהסתברות קרובה ל, במשותף

 . ו קטנה כרצוננiiשגיאה 

, )אין מתחרים (y אחר אופייני עם  uיש לדאוג שלא יהיה  iiiשגיאה כדי לאפס את  •

1-לכן נדרוש ש. בדיוק כמו בקידוד ערוץ ( ; )R I u y< , על סמך טענת (כך שיובטח

 .1- שאין מתחרים בהסתברות שואפת ל) העזר

 אקראי u-הסיכוי ש.  עלינו לנהוג כמו בבעית קידוד מקורiשגיאה די לאפס את כ •

- שואף לsיהיה אופייני עם 
( ; )2 nI u s−

 iבתא " ייפול" אקראי u-הסיכוי ש, כמו כן. 

2הוא  nR− .מכאן הסיכוי ש-u אקראי יהיה גם אופייני עם s בתא " ייפול" וגםi הינו 

) מכפלה של הסתברויות> =מאחר והמאורעות בלתי תלויים (
[ ( ; ) ]

2
n I u s R− +

זהו . 

2א "ז" (הצלחה"-הסיכוי ל nr− .(כדי שתהיה לפחות , על סמך טענת העזר שהוכחנו

1חייב להתקיים ,  נתוןs ניסויים עבור 12nRאחת מתוך " הצלחה" ( ; )R I u s R> +  

  :מסיכום שלושת מקורות השגיאה הללו נקבל את התנאי לשגיאה השואפת לאפס

( ; ) ( ; )R I u y I u s< −    

  .GPשמסכם את ההוכחה של החלק הישר של משפט 
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  הסתכלות גיאומטרית

 

  4 איור

  
תחום הקוסטים .  יהיה נציג אחד מקוסט אחדy שאופייני עם  uנרצה שבמניפה של

)י אי הוודאות "האפשריים מוגדר ע | )H u s .י "נזהה קוסט בודד מתוך הקבוצה עy . מכאן

)שקצב השידור הוא  | ) ( | )H u s H u y− .  

 defective( עם תאים תקולים קידוד לזיכרון: GPת ידוגמא לבעי
cells (  

  
  כזכור במקרה זה 

x if " "

0 if " @0"

1 if " @1"

s ok

y s stuck

s stuck

=


= =
 =

  

  
|והרחבה ברורה למקרה של אלפבית שאינו בינארי  | 2Χ >.  

@ראינו כי במקרה של אינפורמציית צד בשני צדי המערכת  2Pr( "ok") log | |
SI Both

C s= = ⋅ Χ .

GP@יים נוכיח כי עבור ערוץ  זה מתק SI Both
C C=:  

uננחש  y= ,ו-x האופטימלי להשגת @SI Both
C .זוהי בחירה לגיטימית משום ש -y הוא 

 ולכן מתקיים הקשר המרקובי הרצוי xפונקציה דטרמיניסטית עם בחירת 

( , )u s x y↔ ↔.  

  עבור בחירה זו

( ) ( )
max ( | ) max Pr( "ok") ( ) max Pr( @) 0

GP
P x P x x

C H y s s H x S Stuck= = = ⋅ + = ⋅  

)לפיכך נחפש את  )P xדהיינו ,  שמביא למקסימום את אנטרופית הכניסה( ) log | |H x = Χ .

)Pr@לכן נקבל  "ok") log | |
GP SI Both

C s C= = ⋅ Χ =. 

 
  

u 

s 
y 

( | )H u s 

מגדיר תחום 
אפשרי של 

 uשידור 

( | )H u y  

 מגדיר מרווח מינימלי בין קוסטים

מגדיר את סוגי 
 bins=הקוסטים
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  :6זיכרון עם תאים תקוליםדוגמא לקוד עבור 

  
-  המחולק לnנסתכל על בלוק קוד באורך ). R-Sקודי  (MDSלמשל קוד ממשפחת קודי 

kביטי אינפורמציה ו -n-k בבניית הקוד לזיכרון נאכסן את ). בדיקת זוגיות( ביטי יתירות
. התאים התקולים הביטים יתארו את kבעוד יתר , "ביטי היתירות "n-k-המידע דווקא ב

-ביטים אלו ניתן לשייך ל. שברצוננו לאכסן בזיכרון) הודעות( ביטי מידע n-kניקח , לפיכך

2n k− קוסטים של קוד מהצורה { }:wC x Hx w= י קוסט "כל הודעה מיוצגת ע, דהיינו. =

  . מילות קוד2kבכל קוסט ישנן . מתאים) סינדרום(
נרצה להראות כיצד ניתן למצוא בקוסט נתון מילת קוד שמתלכדת עם תכולת התאים 

ניתן לבחור , מאחר ולמשדר אינפורמציית צד על מיקום התאים התקולים, ובכן. התקולים
, sנסמנה , n עם מילה באורך XOR בתוך הקוסט ולבצע n באורך xמילת קוד כלשהי 
eאזי ).  ביטים שוניםk-ב( התאים התקולים kי המציינת את ערכ x s=  היא ההבדל %⊕

- ב%e בקוסט האפס המתלכדת עם %%eמתוך תכונות הקוד בהכרח קיימת מילה . s- וxבין 

kנבחר לאחסן את .  התאים התקוליםx x e= + %%  מתלכד עם ערכי %x- ולכן מובטח ש, %

)) ללא אינפורמצית צד(המפענח יחשב . המקומות התקולים )Hx H x e Hx w= + = =%% % 

יש לשים לב כי במקרה זה פעולת המקודד היא קשה . שמייצג את ההודעה שנשלחה
  ).  ערוץכ בקידוד"בשונה מבדר(בעוד פעולת המפענח קלה יותר 

   Ziv-Wynerהדואליות לבעיית 
  

  
  

  ראינו כי עבור בעיה זו של קידוד מקור עם אינפורמציית צד במפענח
  

2

@

ˆexists ( , )
ˆunder ( , )

ˆ ˆ(e.g. ( , ) ( ) )

( ) ( ) min ( ; | )WZ SI Rx
u
u x y

x u y
x x D

x x E x x

R D R D I x u y

ϕ
ϕ

ϕ

↔ ↔
=

≤
= −

= =

  

  ניתן לרשום גם , בגלל התנאי המרקובי

( ) min[ ( ; ) ( ; )]WZR D I x u I y u= −
  

  
  

                                                 
  .י מר אלי חיים"חלק זה בהרצאה ניתן ע 6

y  אינפורמציית צד קורלטיבית עם המקור 

  מקודד
f(x) 

  מפענח
g(i,y) 

i x̂ x 

 5 איור



 רם זמיר ' פרופ, 2006' סמסטר ב, קדמים בתורת האינפורמציהנושאים מת

  
 

)עיוות -פונקצית הקצב )
WZ

R D בצורתה זו דומה מאוד למשפט GP . גם במקרה זהu הוא 

  :GPמשתנה עזר והפתרון מקיים דואליות עם הפתרון לבעיית 

u) 1 של מילות 1Cיש קוד בקצב גבוה עם ספר קוד  ( ; )| | 2 2
nR nI x u= המפוזרות , )�≈

  ).bins( תאים 2nR-אחיד ל

 של התא iשלח את האינדקס , x שאופייני עם 1C בתוך uמצא : הקידוד מתבצע באופן הבא

 שאופייני במשותף עם i בתוך התא ûמצא : הפענוח מתבצע באופן הבא. uאליו שייך 

ˆומכאן , yאינפורמציית הצד  ˆ( , )  1, ,
i i i

x u y i nϕ= = K.  

 1Cבבעיה זו , לדוגמא. GPלהליך המקביל בבעיית ) רק הפוך(סכימת עבודה זו היא דואלית 

  . הוא קוד ערוץ טובGP המקביל לו בבעיית 1Cבעוד , טוב) קוד כיסוי(הוא קוד מקור 
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  7 -הרצאה 
  

) MIMO Multyple Input ערוצי - וקטוריים BC ו MACערוצי 

)Multiple Output  
  

  .30/05/06 - י אבינועם לוי על פי הרצאה של טל פילוסוף מה"סוכם ע
  

  
  :י" כללי נתון עMIMOערוץ 
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  :כאשר

Y  -ים\כניסה למקלט(וץ   וקטור מוצא מהער ( במימדrn) אנטנות קליטה' מס.( 

X   - ים\מוצא משדר( וקטור כניסה לערוץ ( במימדtn) אנטנות שידור' מס .(  
Z – וקטור רעש גאוסי לבן במימד rn ,)zI²σ,0(N~z.  
H –מטריצת מעבר ערוץ  .hij מייצג השפעת ערוץ על כניסה i למוצא j.(  

ללא , אנו נניח בניתוח הנוכחי. דרו יכול להיות ממשי או קומפלקסי כל רכיב במטריצות שהוג:הערה
  .רכיבים ממשיים, הגבלת הכלליות

 

המקלטים והמשדרים הבאים לידי ביטוי ' פ מס" עP2P,MAC,BC לבעיות MIMOניתן לחלק בעיות 
  :Hבקשרים המתקיימים בין הכניסות למוצאים דרך מטריצת מעבר ערוץ 

  
 .משדר אחד מקלט אחד ו– P2MIMO P  .א

ZXHY +⋅=  

יוצאות ) אנטנות שידור( הכניסות לערוץ ntכל . כאשר המשתנים הם כפי שהוגדרו במקרה הכללי
  .נכנסות למקלט אחד) אנטנות קליטה( היציאות מהערוץ nrממשדר אחד וכל 

  :י"הקיבול נתון ע
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  :כאשר

{ }T

X XXES   nt* ntריצת קרוס קורלציה רכיבי שידור ממימד  מט-=⋅

  . אופרטור דטרמיננטת מטריצה- |.|
  
 :של משדרים ומקלט בודד) משתמשים' מס (unכלשהו '  מס–  MACMIMO  .ב
  

 : משדרים2לדוגמא עבור 
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 אנטנות nr -ת ל אנטנות שידור שממופו  nti - יכול לשדר לnu מתוך iכאשר באופן כללי כל משדר 
  .כל אנטנות הקליטה נכנסות למקלט בודד. nr*ntiממימד  hiהקליטה דרך מטריצת מעבר ערוץ 
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  :כאשר

{ }T

X
XXES 111

  .nt1* nt1 ממימד 1 מטריצת קרוס קורלציה רכיבי שידור משדר -=⋅

{ }T

X
XXES 222

  .nt2* nt2 ממימד 2יבי שידור משדר  מטריצת קרוס קורלציה רכ-=⋅

  

{ }T

X
XXES   .nt2+nt1+ nt2* nt1 מטריצת קרוס קורלציה כל רכיבי השידור ממימד -=⋅

  
חוסר ( אלכסונית – xS - כתוצאה מחוסר שיתוף פעולה במשדר p2p הקיבול הכולל נמוך מקיבול 
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  וקטוריBCערוץ  .3
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